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Anai.ysi: xNJATiiÉMA'rinn:. - Mémoire sur les fof tel ions de cinf/ ou six ruriuhles 
el spécialement sur celles (jui sont doublement transith'cs. 

G. R., T. XXII, |). K (') janvier iSiC>). 


5^ III. — Sur l(i fonction de sLc variatUes, r/ni est tout n la fois t i finsitice 
par rapport à trois et à cinf/ variables, et intransitice par ra/t/xa t à 
(J antre. 

Soi en f 

il lino lonction de six variables .r, r, u, r, ir; 

M le nombre de ses valeurs égales; 
m le nombre di* s(*s valeurs dislinctes. 

On aura 

ni M I . . O . . 5 .() 

OU, ee (|ui revient au mèm(\ 

(i) niM 

Soit d’ailleurs II^ le nombre des substitutions (jiii rtmf'ermeni / va- 
riables et n’altèrent pas la valeur de la tonelion il. Si e(*tte Ibnetion, 
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étant transitive par rapport à six et ii cinq variables, offre plus de deux 
valeurs distinctes, alors, d’après ce qu’on a vu dans les paragraphes 
précédents, elle aura G, 12 ou 2/1 valeurs distinctes et sera toujours 
altérée par toute substitution qui déplacera deux ou trois variables; 
on aura donc., non seulement 


mais eneor(‘ 


//(, I, //,!:=: O, 

fl, r O, //, O. 


Cela posé, l(‘s formules établies dans la séance du 10 novembre don- 
neront 

Al //, \ /f, \ H.A I, 

Al--: //,! >.//. ! (), 

et l’on en conclura 

(M H, \A 1 xo, ff, A. fl, \Al x^, 


Soit maintenanl 




une substitution relative aux six variables 


r, 3, U, e, n-, 

<*t composée de facteurs circulaires dont le premier soit de l’ordre a, 
le second de l’ordre A, le troisième de l’ordre r, etc. Soient encore 

le nombre des formes que peut revêtir la substitution 
exprimée à l’aide de ses facteurs circulaires, lorsqu’on met toutes 
les variables en évidence, et que l’on s’astreint à faire toujours oc- 
cuper les mêmes places, dans cette substitution, par des facteurs 
circulaires de même ordre; 

b* nombre total des substitutions semblables à qui 

peuvent être formées avec les six variables a\ y, z, u, e, iv, . . .; 

lu nombre de celles de ces substitutions qui n’altèrent pas la 
valeur de fl; 
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Ig nombre des valeurs distinctes de 12 qui ne sont pas altérées 
par la substitution IVô.... ... 

Puisque, dans riiypothésc admise, les substitutions qui n’altéreront 
pas 12 déplaceront quatre variables au moins, celles do ces substitu- 
tions qui déplaceront quatre ou cinq variables devront être régulières 
(séance du 8 décembre), et par conséquent circulaires, si elles dépla- 
cent cinq variables. On aura donc, non seulement 


mais encore 
On aura, au contraire. 


/i;i O, 

// ^ 1*1. A J “h 


//,J A.-} 


Donc les formules ( m) donneront 

Ci) A4 I A., 2 J/t/ — 1^, A.-- i I» 

( i ) //(} 1 -H 2,î,î i •> 

D’autre part, on aura généralement (séance du 1 > décembnî ) 

et les deux nombres 

dont le premier sera égal ou inférieur à la limite le second 

égal ou inférieur il la limite //c ne pourront atteindre simultanemmit 
CCS deux limites que dans le cas où 12 ne sera jamais altéré par aucune 
substitution de la forme P,,./,,,.. ... Enfin les nombres 


seront liés entre eux par la formule 


Ci) 


m M 7 




'.10 ; 
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et, comme on trouvera successivement 

ft).^ —(1.2)4 “ 8, Ma, 2 (i.2)^22 — i6, W.- —5, 

O),. — 6, r,)3,3 -i- ([.2)3® r : f8, (*> 2 . 2 . 2 • 3 ) 2^ — 48, W4,.> -4*''î ~8. 

on (Ml conclura 

CJj -- go, GT 2 , 2 =^ 4'^» ^ 5 -— 144 » 

— [ 20 , ^3,3 nT 2 ^ 2,2 ~" , GT 4.2 ~ 90 » 

Donc la formule (.)) donnera 

(7) /////..:-. 90/1, /y//(2,2 — f44^5» 

(S) ///^c - l20/*tt, 4<>^’3,:|» '•'^^2,2,2» -- 


('t les (M^nations (3), ( 4). jointes à la formule ( i), entraîneront les 
suivantes : 


( 9 ) 

( 10 ) 




//?. 

3 ’ 




24 + 8 X'3.3 -h 3 A’2,2,2 1 8 - '- 


Il suit (les formules (c)) que, dans rhy|)olli('S(^ admise, c’est-à-dire 
dans le cas oii la fonction û, tâtant transitive par rapport à cinq et à 
six variables, offre plus de deux valeurs ('*gal(‘s, m doit ('tre divisible' 
par (). Effectivement, d’aprî's ce qu’on a vu dans les paragraphes jin^- 
c(m1(miIs, 7n iK^ peut être alors que l’un des nombres 

(), 12, 24, 


auxquels correspondent les valeurs 

1 20, Go, 3 o 

du nombre M. 

D’autre part, puisque chacun des nombres 


G, 12, 24 


est divisible par le facteur 3, il résulte d’un théorème précédemment 
établi (séance du i3 octobre, page 85 1 (' ), que, dans riiypothèse 


( ‘ ) OEitvrcs (le Cauchjy S. I. T. IX, p. 359. 
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ailiTiiso, quelques-unes des substitutions 

(II) J, P, Q, R, ... 

qui n’allércront pas la valeur de £2 seront régulières et du froisièine 
ordre. Donc, puisque A.j est nul, A3, , et par suite A, 3 ne pourront s’éva- 
noiiir. Donc l’une au moins des substitutions i, P, Q, R, . . . sera de 
là forme Pg,,; et, comme la substitution inverse P“*3 sera encore de la 
meme forme, nous, devons conclure que A3, 3 sera, dans riiypothèse 
admise, un nombre pair différent de zéro. Ce n’est pas tout : (*omme 
la seconde des formules (8) donne 

/X / / 

40 

le nombre ^3,, devra être, ainsi que rn, divisible par 3 ; et même, si 
l’on supposait m z=z 24, la formule (12), réduite à 

^3,3 “ 

donnerait pour A3, 3 un nombre divisible par G. Mais alors, évidem- 
ment, la formule (fo) ne pourrait plus être vérifiée, puisque le pre- 
mier membre, égal ou supérieur au nombre 

surpasserait la différence 

72 - 2 m = 72 — 48 5 i 4 . 

Donc il n’est pas possible de supposer m = 24. 

(Concevons rnafntenant que la fonction 12 doive être tout à la lois 
transitive par rapport h six et à cinq variables, et intransitive par rap- 
port à quatre. Alors, d’après ce qui a été dit dans le § I, le nombre m 
des valeurs distinctes de 12 ne pourra être que l’un des nombres 

i2, 24. 

Donc, puisqu’on devra exclure la supposition m r- 24, on aura néces- 
sairement 

m r- r I 2 ; 


OEuvret dt C. — S. I, t. X. 


2 
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rt par suite (voir\^ séance du 29 décembre, p. i 4 o 5 ('), devronf 
s’évanouir. Alors aussi les formules (7), (8), (9), (10) donneronf 


(.3) 

4/i2,2-— 

/ifi- 12 X 5 , 

(l 4 ) //,— :Io4-8, 

3/ci, 3 ~ *o/r 3 , 3 , 

4X^2, 2, 2™ •^Xr2,2,2» 

(l5) 

X‘2,2“ 4> 


(!<■>) 

Cî 4 X 6 * 4 - 8 A‘ 3 j 3 -h 3 X' 2 ^ 2,2 ^ X‘4^2 - — 48 . 


Des formules (i 3 ) et (i 5 ) on déduira les suivantes 

( 17 ) /f5=24, 

(|ue l’on pourrait tin'r encore des équations obtenues dans le § I. 
Ajoutons que des formules (i 4 ) <3t (16) on pourra aisément déduin» 
les valeurs des quantités 

^2,2,2» î 

et d’abord, puisque X-., ,, devra être un nombre entier distinct de zéro 
et divisible par 3 , le (erme SXrg 3 de la formule (i 4 ) sera égal ou su[)é- 
rieur à 24. Donc le tiuMm» devra être inférieur à la différence 

48 - 24 — 24. Donc le nombre entier devra être inférieur à J ; et, 
comme d’ailleurs il doit être divisible par 2, en vertu de la d(‘rnii‘n‘ 
des formules (i 4 )* en aura nécessairement 

en sortes que l’équation (r 4 ) s(‘ trouvera réduites ii 
( ï S ) '.i[\ A’ft -}- 8 A’ 3 ^;) -4- 3 A’ 2 , 2,2 “ 4^* 

D’autre part, si différait de zéro, on pourrait en dire autant dc! ^ 
et de X:2,2, attendu qu’une substitution de la forme 

W 

a pour carré une substitution de la forme P3,:,, et pour culx» une* sub- 
stitution de la forme P2,2,2* Gela posé, comme, en vertu des for- 
mules (i 4 )* ^3.3 devra être divisible par le facteur 3 , (.‘t X*. par b‘ 


(*) OEiwres de Cnuchyf S. 1 , T. IX, p. 5 oo. 
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l’acteur 4. il esl clair que, en supposant différent de zéro, on obtien- 
drait pour premier membre de la formule (i8) une somme égale ou 
supérieure à 

24 8 . 3 -H 3 . 4 — 60. 

Donc alors cette formule ik^ pourrait être vérifiée. On aura donc 
encore nécessairement 

4 (; O, /(tg O, 

et par suite l’équation (t8) sera réduite à 

(*î)) ^ 4'3^3 -H 3 Tir 48. 

Hnlin,- il est facile de voir que et devront être divisibles 
par 3 . En cITet, concevons que l’on désigne siinplemenl par la lettre P 
l’une des substitutions qui, étant de la forme Ps j, n’altèrent pas la 
valeur de ü, et supposons un instant que ne soit pas non plus 
altéré par une certaine substitution de la forme Pj.a.j. Les deux sub- 
stitutions P, 1’ ne pourront être permutables entre elles, t^ar si l’on 
avait 

IXTrrr^PP, 

alors, d’après ce qui a été dit dans la séance du 1"'' décembre, 
p. 1 197 (' ), ï et P seraient de la forme 

=r 8’, l‘ r-r 8», 

8 étant une substitution circulaire du sixiênn^ ordre; et comme, en 
vertu de la formule 

8 serait une dérivée des deux substitutions P, lu substitution 8 
devrait être elle-même du nombre do celles qui n’altéreraient pas la 
valeur de Q. Cette conclusion étant incompatible avec l’équation 

/ij T- O, 

précédemment établie, on peut affirmer que la substitution f ne sera 


( *) OEuvre .1 de Cauchy, S. I, T. l.X, p. 439-44o- 
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pas permutable avec P. Par la même raison, ne saurait être permu- 
table avec la substitution P^ qui est régulière et du troisième ordre, 
comme la substitution V. Donc, si Ton pose 

(9.0) P^^fP S 

on obtiendra pour deux substitutions distinctes de D’ailleurs 

chacune d’elles, étant semblable à et par conséquent de la fornu' 
ï^2.2,2» pourra être permutable avec la substitution Donc la sub- 
stitution (f", évidemment liée à par la formule 

(9 1 ) r -- P P 

sera encore distincte de la substitution Ce n’est pas tout : comme 
on tire des formules (20) 

(9.9) P^jfc^-r^f'P, rp P^"::---^P, 

nous devons conclure que, si parmi les substitutions 

1, P, Q, R, 

qui n’altèrent pas la valeur de 12, quelques-unes, 

( 93 ) r, 

sont de la forme P2,2,2* celles-ci, pris<'s trois à trois, vérifieront des 
équations semblables aux équations (22); et comme évidemment deux 
systèmes de cette forme ne peuvent renfermer la même substitution (F, 
sans se confondre l’un av(*c l’autre, il en résulte que le nombre 2,2 
des termes compris dans la série ( 23 ) devra être divisible par 3 . Donc 
le nombre ^2.2.2» nombre A, 2,2 P«iî’ 1^ formule 

5 /* 8,2,2 4 ^* 2 , 2, 2» 

devra être divisible, non seulement par 4» tTJais aussi par 3 , et, en 
conséquence, par 12. Donc, puisque le produit SX-j 3 doit être égal ou 
supérieur à 24, l’équation (tq), de laquelle on tirera 

3 A 2,2,2 ” 4^ ^4l 

^'2,2,4 < 
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ne pourra être vérifiée sans que le nombre s’évanouisse. On aura 
donc 

^2, s, s O» “ V “ ^ 

et, par suite, en vertu des formules (i 4 )» 

( 24 ) /« 3,3 - 20 . 

Ainsi, en définitive, si la fonction ü est transitive par rapport à six 
et à cinq variables, et intransitive par rapport a quatre, les substitu- 
tions I, P, Q, R, ... , qui n’altéreront pas la valeur de (2, seront toutes, 
hormis celle qui se réduit à runité, de l’une des trois formes 

Pm, P5, P2.2; 

et, comme on aura 

(25) ^3,3— 20, /îg- 24, /<2,i 

les divers termes qui, avec Tunité, composeront la suite 

1 , P, Q> R, . » . 

seront 

20 sobslitulions de Ja forme P^.a, 

24 substiliitions de la forme P5, 
i5 substitutions de la forme P, ,2. 

D’ailleurs, en vertu des principes établis dans le § I, celles de ces sub- 
stitutions qui, étant circulaires et du cinquième ordre, c’(‘st-à-dire de 
la forme P 5 , renfermeront seulement les cinq variabb's 

/, w, e, iC, 

se réduiront aux puissances 

Q, QS Q^ Q* 

<i’une même substitution circulaire Q; et, comme on pourra tix(‘rarbi- 
trairement la forme des lettres propres à représenter les variables (|ui 
devront succéder Tune à l’autre, en vertu de la substitution (^, ri(‘n 
n’empê.chera d’admettre que ces variables sont précisément 




w, c,- 
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On pourra donc supposer 

(26) 0 — W, C, ÏV). 

Soit maintenant R Tune des cinq substitutions qui, étant régulières 
et du second ordre, c’est-à-dire de la forme Po.a* n’altéreront pas la 
valeur de û, et renfermeront quatre des cinq variables j, z, u, r, 
D’après ce qui a été dit dans le § I, on pourra déterminer R à l’aide (b^ 
l’équation symbolique 



et si, pour fixer les idées, on veut déduire de la formule (27) celle 
des substitutions R qui ne déplacera, ni la variable x, ni la variable //, 
on aura 

\yzifViv 

ou, ce qui revient au même, 

(28) R --(.r, «0(4?, e). 

Ce n’(*stpas tout : les quinze substitutions régulières du second ordn» 
([ui, étant formées avec quatre des six variables 

.r, J, 4;, N, r, «•, 

n’altéreront pas la valeur de 12, renfermeront trente facteurs cinm- 
laires du second ordre. Mais les facteurs distincts de cet ordre, qui 
peuvent être formés avec six variables, sont au nombre de quinze seu- 
lement. Donc, puisque la fonction 12 est supposée doublement transi- 
tive, c’est-à-dire transitive par rapport à six et à cinq variables, et 
qu’en conséquence les divers facteurs du second ordre devront tous 
reparaître le même nombre de fois dans les quinze substitutions régu- 
lières ci-dessus mentionnées, chacun d’eux devra toujours appartenir 
à deux substitutions distinctes. Gela posé, nommons 

S et T 

celles des substitutions 



i, P, Q, R, 
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<|ui, étant distinctes de R, mais de la forme renfermeront, la 
première, le facteur et la seconde, le facteur (5,e). Le d<‘r- 

nier facteur circulaire de S ne pourra être que (^, u)t car, s’il diffé- 
rait de (.r, u), il renfermerait, avec l’une des variables j:\ u, l’une des 
variables 3 , e. Or, dans ce cas, le produit RS, qui serait encore Tune 
des substitutions propres h ne point altérer la valeur de û, renferm(‘- 
rait seulement trois des six variables 

r, y, 3 , M, r, 

et nous avons vu que, dans l’hypothèse admise, chacune des substitu- 
tions I, P, Q, R, . . . doit déplacer quatre variables au moins. On aura 
donc nécessairement 


(■M)) S -- 

On trouv(M‘a de même 

(3o) T-(.r,//)(3,i0* 

D’après œ qui a été dit dans Je § 1, pour caractériser um* fond ion 
des cinq variables j, 3, e, tv qui soit intransitive par rapport à 
({uatre d’entre elles, il suffit de dire que cette fonction n’est allérée 
()ar aucune des (huix substitutions 

O -- (.>% -- (.>s ^0- 

Si l’on veut, de plus, qu(î Ü soit une fonction transitivcî des six va- 
riables 

,r, y, 3, //, c, iv, 

alors, comme on vient de le voir, Û devra satisfaire encon» à la condi- 
tion de n’étre point altéré par la substitution 

S=i-(.r, w)(y, «O- 

Réciproquement, si cette dernière condition est remplie, la fonc- 
tion û, supposée déjà transitive par rapport aux cinq variables y, 3 , 
//, e, iv, sera encore transitive par rapport à a:, j, 5 , «, e, iv, puis- 
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qu’on pourra évideiriiuenL faire passer dans cette fonction une variable 
quelconque h une place quelconque, en vertu de la substitution S, 
jointe à l’une des puissances de la substitution Q. Il est donc naturel 
de penser que, si l’on peut former une fonction transitive de cinq 
ou six variables, qui soit en meme temps intransitive par rapport a 
quatre, on caractérisera cette fonction en disant qu’elle n’est altérée 
[)ar aucune des trois substitutions 

Q, R, S. 

Toutefois, pour que l’existence d’une telle fonction, qui devra offrir 
seulement douze valeurs distinctes, et par suite soixante valeurs 
éj^ales, se trouve rigoureusement établie, il est nécessaire de prouver 
que les dérivées des trois substitutions Q, R, S fournissent un sys- 
tème de soixante substitutions conjuguées les unes aux autres. On y 
parvient en suivant la marche que nous allons indiquer. 

D’abord, l’équation (27) pouvant s’écrire comme il suit, 

(31) HQr=Q-‘R, 

on en conclura, en désignant par A et A deux enlrers quelconques, 

(32) RA•Q'^z=Q^-»)‘/*U^•. 

Donc les dérivées des substitutions Q, R pourront toutes être présen- 
tées sous chacune des formes 

Rn d’autres termes, le système des puissances de Q sera permutable 
avec le système des puissances de R. Donc, par suite, les dérivées des 
deux substitutions Q, R, dont l’une est du cinquième ordre, raiitre 
du second, seront toutes réductibles à la forme 

R^'Q^ 

et formeront un système de solutions conjuguées dont l’ordre sera 


2.Ü jr: 10. 
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D’autre part, les trois substitutions 

R : : tv) (z, (0, S rr {æ, #/)(y,n'), T r-. (j?, u)iz, r) 

forment, avec Tunité, un système de substitutions régulières conju- 
guées; et, comme deux de ces substitutions donnent toujours pour 
produit la troisième, eu sorte qu’on a, par exemple, 

( 33 ) RS ^^ T et SU ^ T, 

il en résulte que les substitutions R, S sont permulables entre* elles el 
vérifient la formule 

( 34 ) HS.r:=SR. 

Concevons maintenant que, l étant un entier qn(*lcon(|iie. Ton pose 

( 35 ) Sr-O'SQ-'. 

Alors on trouvera, non seub'inent 

( 30 ) Sü -8 

mais encore 

(‘-r, e)(^,/), 

8-2 - (.r, II’) {ft, Z), 

^ 1 83 (.r,/)(i', //), 

' Sv”. (.r, z){sy, r); 

et comme, en faisant croître ou décroître l d’un multiple d(‘ j, on 
tirera toujours de la formule (35) la meme valeur de S^, il esl clair 
que Si admettra seulement cinq valeurs distinctes, savoir : 

( 38 ) 80--8, S., 8„ 83, 8,. 

De plus, comme, en vertu des formules (3ü) et (37 ), deux substitu- 
tions de la forme S^, S/, quand elles seront distinctes l’une de l’autn*, 
feront passer à la place de œ deux variabb's diverses, il en résulte* 
qu’une substitution de la forme 

SrS7‘ 

OEuvres de C. — S. I, I. X. 3 
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déplacera toujour-s la variable x, et ne pourra se confondre avec 
une dérivée des seules substitutions Q et R. Donc, par suite, aux 
dix valeurs du produit 

renfermées dans le Tableau 


i I, 0. Q\ Q\ Q‘. 
i R. RO, RQS RQ% KO*, 


correspondront cinquante valeurs du produit 

R*Q"S„ 

qui seront, non seulement distinctes des substitutions (39), mais 
encore distinctes les unes des autres; car, si l’on supposait 


R^0*S/— R*Q*'S,., 

on en conclurait 

g-'‘’R-*R*Q* -S/S,', 

et cette dernière équation, ne pouvant être vérifiée dans le cas où S„ 
S,- seraient deux substitutions distinctes, entraînerait la formule 

S/- --- S/. 

Donc à deux valeurs distinctes de correspondront toujours deux 
valeurs distinctes du produit 

R*Q‘S,: 

et, si l’on multiplie successivement chacune des six substitutions 
(4o) i, So, S,, S J, Sj, Sv 

par les dix termes du Tableau (39), on obtiendra soixante substitu- 
tions distinctes les unes des autres, dont chacune se présentera sous 
l’une des deux formes 

(40 R*0\ R*Q*S/. 

Il reste à faire voir que ces soixante substitutions composent le sys- 
tème entier des substitutions dérivées de Q, R et S ou, ce qui revient 
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au même, qu’une dérivée quelconque des substitutions Q, R, S est 
toujours réductible à l’une des formes (40* 

Or, en premier lieu, on tirera de la formule (35), jointe aux équa- 
tions (32) et (34), non seulement 


et, par suite, 

(43) 

mais encore 


(44) RS/^.S .,R, RQ'*S, S.^m/oRQ", 

et généralement 

D’ailleurs, de la formule (45) il résulte immédiatement que, si l’on 
nomme ^ l\\m quelconque des substitutions (Sy), et $ rune qu(d- 
conque des substitutions (4o), tout produit de la forme ^ sera eu 
même temps de la forme les valeurs de :^et de rS pouvant varier 
dans le passage d’une forme a l’autre. 

lin second lieu, une dérivée quelconque T des substitutions Q, R, S 
pourra toujours èlrn considérée comme le produit de plusieurs fac- 
teurs, dont les uns seraient de la forme les autres de la forme S; 
et, dans un semblable produit, deux facteurs consécutifs ^ de la 
|)remière forme pourront toujours être réduits à un seul facteur 
de cette forme, puisque la substitution n‘présentera encore une 
dérivée des substitutions Q et R. Donc, puisqu’on pourra aussi 
échanger entre eux deux facteurs consécutifs, dont l’un serait d(» 
la forme l’autre de la forme cS, en modifiant convenablement leurs 
valeurs, on pourra toujours, à l’aide de réductions et d’échanges suc- 
cessivement effectués, ramener la substitution T à la forme c’est- 
à-dire à l’une des formes (40> désignant par cS, s' deux des sub- 
stitutions (4o)» 911 peut toujours réduire le produit Ss' à la forme 
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ot, par siiitr, à la forme ^s. Il y a plus : comme on tire généralement 
(le l’équalion (35) - 

il (»st clair (jue la substitution ï sera elfectivement réductible a Tune 
(les formes si Ton peut réduire tout produit de la forme 

S, S 

à la forme ou, ce qui revient au même, à la forme D’ailleurs, si 
Ton supposait / -- o, on aurait 

s, s s*. I, 

et par suite rS/S serait oITectivement de la forme cS^, .s et ^ étant 
réduits alors à runité. Donc, pour constater IV^xistence de la fonc- 
tion de six variables qui, étant doublement transitive, offre trois 
valeurs distinctes, il sulïit de prouver que, / étant Tun quelconque 
d(‘s nombres entiers i, 2 , 3, /|, on peut toujours vérifier la formule 

(47) 

(Ml prenant pour s une des substitutions (38), et pour ^l’iine des sub- 
stitutions (3() ). 

La ([uestion, ramenée à ce point, peut être facilement résolue. Pour 
en obtenir la solution, je commencerai par observer que, s étant urn* 
substitution réguli(''re du second ordre, on aura 

- : I, : S. 

Donc ré(|uation ( 47 ) pourra être présentée sous la forme 

(48) 

Or, la substitution étant une dérivée des substitutions Q et R, [>ar 
conséquent Tune des substitutions qui laissent x immobile, il est clair 
que, si Ton peut satisfaire à l’équation (48), ('e sera uniquement en 
|)renant pour rS celle d(;s substitutions ( 4 <^) ^|ui échangera æ contre la 
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variable transportée à la place de par la substitution S^S. Cela posé, 
comme aux valeurs 

I, 2, 3, 4 

(lu nombre / répondront des valeurs de S^S représentées par les sub- 
stitutions 

(.r, w, r) (r, z), (.r, 5, w, iv, y), (.r, r, //, r, cr), (.r, u,z)(y, r, n*), 

qui font respectivement succéder à æ les variables 

//, J, r, //, 

il est clair qu’à ces mêmes valeurs de l devront correspondre* de^s 
valeurs de rS représentées |)ar les substitutions 

S, S., s„ s, 

qui ramènent a* à la pla(;e des variables 

c, //. 

Donc la seule que*stion à résoudn* s(‘ra de savoir si chaeMin d(‘s (pialn» 
produits 

SS, S, S4S2S, S.SaS, SSvS 

se réduit à une dérivée des substitutions Q et H. Or, une* telle* réehic- 
tion a effectivement lieu pour chacun des deux produits S 4 S.^S, S, S 3 S. 
Caron trouve immédiatement 

('19) S,vSoS t (J, a, U, e, sv) — Q, SjSaS (J, n’, e, n, z) - Q-'. 

Quant aux deux produits 

SS, S, SS4S, 

qui peuivent encore être présentés sous les f'orim^s 

SS,S-‘, SSvS->, 

et qui sont, en conséquence, équivalents aux deux substiteitions 

(//, i’)(3,a'), (w, c)(/, c), 

ils ne sont certainement pas de la forme Q^; mais ils seront d(* la 
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forme RQ^, si le produit de chacun d’eux par R se réduit a une puis- 
sance de Q. Or, comme on trouve effectivement 

RSS,S (/, »r, i’, M, z) Z” Q-‘, RSS4S ^ (y, s, u, r, «') — Q, 

011 en conclura 

(00) SSiS™RQ“ir QR, SS4S - RQ r-Q-Mt. 

Donc, en définitive, chacun des produits 

SSjS, S4S2S, S1S3S, SS4S 

se réduit à une dérivée des substitutions Q, R; et par suite on peut, 
avec six variables indépendantes, 

composer des fonctions qui, étant doublement transitives, offrent 
douze valeurs distinctes. Ajoutons que, pour caractériser une telle 
fonction, il sudit de dire qu’elle n’est altérée par aucune des trois 
substitutions 

y -(^y, ;,»/,(•, .v), H- :(r, '»’)(=,•’). S-=(:r, h)( 7, te)- 

Il y a plus : comme on tire des formules ( 5 o) 

H = S S, S Q — Q-' S S, 8 Q S S; S -• S S; S Q~' 

et de cette dernière, jointe à l’équation ( 3 o), 

1 B “SQSQ-'SQ=:rQ-'SQSQ-‘S 
I -z:QSQ-'SQS =SQ-'S 0 S 0 -', 

le système des dérivées des trois substitutions 

0 , R, S 

se confondra évidemment avec le système des dérivées des deux sub- 
stitutions 

Q Cl S. 

En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante : 
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Théorème. — Avec six variables indépendantes 

V, //, r, IV 

on peut toujours composer des fonctions, doublement transitives, qui 
offrent douze valeurs distinctes; et, pour caractériser une telle fonction, 
il suffit de dire que sa valeur n est pas altérée par les dérivées des deux 
substitutions 

Q ^ (y» -, »«•), s — (.r, II) {y, iv). 

En terminant ce paragraphe, nous observerons que la formule ( )i ). 
combinée avec les équations (33), donne simplement 

(50 T : - : Q s Q - * S Q rn Q - > S Q S Q - • , 

et que des deux formules 

T Q S Q-‘ S Q, T m S Q-* Q S Q-‘ , 

fournies par l’équation (52), la première entraîne la seconde, atlendu 
que, T étant une substitution du second ordre, on a 

T» ^ I, T^ T-‘. 

Observons aussi que des deux formules (49)» l^t premÜTe, joinl(‘ à la 
formule (35), entraîne l’équation 

SS 3 S, S^SaS.^QS.S.SQ-r^ Q 

et, par suite, l’équation 

S,S3S.-zQ->, 

qui coïncide précisément avec la seconde des formules (/ 19 ). 

§ IV. — Sur les fonctions qui sont à la fois Iransiliccs par rapport à 
six variables indépendantes, et par rapport à citifj ou à quatre de ces 
variables. 

Conservons les mêmes notations que dans le § III; mais concevons 
que la fonction Q, déjà supposée transitive par rapport à six et à (îin(| 
variables, soit encore transitive par rapport à quatre. Alors, d’après 
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ce qui a été dit dans le § II, le nombre m des valeurs distinctes de û 
devra se réduire à l'un des entiers 


I, a, C. 

D’ailleurs, on pourra efléctivement supposer 

m =!= I on m =rr 2, 

puisque, avec un nombre quelconque de variables, on peut toujours 
Idriner des fonctions symétriques et des fonctions dont chacune offre 
seulement deux valeurs distinctes. Il reste à voir si l’on pourra aussi 
supposer 

m — () ' 

et, par suite, 

lU I ao. 

Observons d’abord que, en vertu des principes établis dans le § II, 
la fonction tî sera toujours altérée par toute substitution qui dépla- 
cera seulement deux ou trois variables, si l’on a m — 6, et que, dans 
cette même hypothèse, certaines substitutions circulaires du qua- 
trième ordre déplaceront quatre variables sans altérer 12 . Il en résull<^ 
qu’on aura 

/i. = O, Aj = ü, Al :> O, 

et mém(> 

a,_2:> o, 

puisqu’une substitution de la forme P, aura toujours pour carré une 
autre substitution de la forme Par suite aussi les formules (7), 
(d), (9), (10) du § III continueront de subsister, quand on y posera 




m 6 , 


en sorte 

qu’on 

aura 


(') 


1 5 kl, , 2 7/3 2 “ ï 5 ki^ 

2» 24 X'3, 

(2) Ae 

aoX’ft, 


,2 ~ ^ ^ 2 , 2 , 2 » ^U ,2 

( 3 ) 


2 k^ "f~ k^^^ ----- 

A *5 

( 4 ) 


2/4^6"^“ ^ ^ 2 , 2,2 

18^4,3 60. 
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En vertu de la seconde des formules (i), ^^,2 devra être un nombre 
pair. De plus et par suite devront encore être des nombres 
pairs, puisque toute substitution de la forme P4 a pour inverse une 
autre substitution de la même forme. Enfin, les conditions 

entraîneront les suivantes : 


^■4 O, ^"2,2^*^* 

Cela posé, il est clair qu’on ne pourra satisfaire à la première des for- 
mules (3) qu’en supposant 

et que, de ces dernières formules, jointes aux équations (1), (2), (3), 
on tirera 

( 6 ) /«4 - 3 o, 7 / 2^2 Ih - 24* 

Comme d’ailleurs toute substitution de la forme P4 a, non seulement 
pour cube une autre substitution de même forme, mais aussi pour 
carré une substitution de la forme P2 y, les formules (6) prouvent 
évidemment qu(î les substitutions qui, sans altérer 12, déplaceront 
quatre ou cinq variables, se réduiront aux puissances de quinze sub- 
stitutions circulaires du quatrième ordre et de six substitutions cir- 
culaires du cinquième ordre. Du reste, cette conclusion et les for- 
mules (6) elles-nnfémes pourraient encore se déduire des principes 
que nous avons établis dans le § II. 

Passons maintenant aux formules (2) et (4). Après avoir démontré, 
comme dans le § III, que l’on a nécessairement 

/^3.3>o> et, par suite, A*3,3>o, 

on conclura de la seconde des formules (2) que ^,^3 est divisible par 3. 
D’ailleurs, m étant égal à 6, le nombre A3, 3 ne pourrait atteindre la 
limite 6 que dans le cas où 12 ne serait jamais altéré par aucune sub- 
OFéUvrcê de C, — S. I, t. X. 4 
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stitution de la forme P,,,, ou, ce qui revient au même, par aucune 

substitution de la forme 

PsP;, 

Pj, P', étant deux substitutions circulaires du troisième ordre, for- 
mées avec des variables distinctes; et cette dernière hypothèse est 
évidemment inadmissible; car, si elle pouvait se réaliser, alors û, 
n’étant altéré par aucune des deux substitutions de même forme 

P3P;. P.P'r', 

ne serait pas non plus altéré par leur produit 

P* 

* 3 * 

c’est-à-diro par une substitution circulairo du troisiômo ordre, ce qui 
serait contraire a l’équation 

/<j - O 

précédemment obtenue. Donc ^ 3,3 devra être un multiple de 3, supé- 
rieur à zéro, mais inférieur à 6 , et l’on aura nécessairement 

(7) A'3.3~3, /?,,3~20. 

Cela posé, la formule ( 4 ) donnera 

0.f\ /\Q -I- 3 X* 2 , 2 , 2 "^ ï ^ 2 — 36 

ou, ce qui n^vient au même, 

( 8 ) ^ X'g -t ' X 2 ^ 2 , 2 ^ ^ ^ , 2 ® 2 • 

D’autre part, le nombre devra nécessairement s^Wanouir. Car, s’il 
ne se réduisait pas a zéro, alors, parmi Icij substitutions qui n’altére- 
raient pas û, on trouverait une substitution de la forme 2 ou, ce 
qui revient au même, de la forme 

P4D2, 

1 \, Pa étant deux substitutions circulaires et permutables entre elles, 
l’une du quatrième ordre, l’autre du second. Alors aussi Cl ne serait 
pas altéré par le carré 

p: 
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de la substitution P4 Pj. Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, 
il ne serait pas non plus altéré par les substitutions circulaires du 
quatrième ordre 

P4 ei P;*. 


dont les carrés se réduisent à P^, ni même par la substitution Pj, équi- 
valente au produit de P, P.^ par P,', ce qui serait contraire à la Ibr- 
inule précédemment établie 

//2 “ O. 


On aura donc encore 


éi,2 O, 


O, 


en sorte (|ue la formule (8) pourra être réduite à 
(9) 8 1'^, 


Ce n’est pas tout : comme le nombril ne peut surpasser le 

nombre /w==6, on ne pourra, dans la formule (;)), réduire A-„ à 
zéro. Donc, pour vérifier celte formule, il faudra nécessairement 
supposer 

et, par suite, eu égard aux formules (2), 


(10) 


/'2,2,2 


Ainsi, en définitive, si la fonction il, étant transitive par rapport à 
six, à cinq et même à quatre variables, offre six valeurs distinctes, les 
substitutions 


(>■) I. P, O. R, .... 

qui n’altéreront pas la valeur de Q, seront toutes, hormis celle qui se 
réduit à l’unité, de l’une des formes 


P.. P 3 




l‘„ P*. l\ 


et,’ comme on aura 


^ 3,3 20 , — — 10 , 


(12) 


ht ~ 20, 

ht 24, 
ht — 3o, 


ht,t—fà. 
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les divers termes qui, avec Tunité, composeront la suite 

i, P, Q, R, •• 

seront 

20 substitutions de la forme Pe» 

20 substitutions de la forme P3,3» 

10 substitutions de la forme P2,2, 

2/| substitutions de la forme P5, 

3 o substitutions de la forme P4, 
i 5 substitutions de la forme Pg.s. 

D’ailleurs, toute substitution de la forme P^ a, non seulement pour 
cinquième puissance une autre substitution de mémo forme, mais 
aussi pour carré et pour quatrième puissance, deux substitutions de 
la forme P3P3, et, pour cube, une seule substitution de la forme P2,2,2* 
Or, d(^ cette remarque, jointe à celles que nous avons déjà faites, il 
résulte évidemment que, dans l’hypotbèse admise, les termes de la 
série (ii) se réduiront aux diverses puissances de dix substitutions 
circulaires du sixième ordre, de six substitutions circulaires du cin- 
quième ordre, et de quinze substitutions circulaires du quatrième 
ordre. 

Concevons à présent que, pour abréger. Ton nomme 

P, Q, R 

trois substitutions circulaires prises parmi celles qui n’altèrent pas la 
valeur de 12, la substitution P étant du sixième ordre, Q du cinquième 
ordre, et R du quatrième seulement. Gomme on pourra disposer arbi- 
trairement de la forme des lettres propres à représenter les variables 
qui devront succéder l’une à l’autre, en Vertu de la substitution P, 
rien n’empéchera d’admettre que ces variables soient respectivement 


^9 y 9 ^9 


1*9 


On pourra donc supposer 

(1 3 ) P — M, r, M-) 

D’ailleurs, m étant égal à 6, si l’on nomme 

(14) I, <1, 
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les substitutions conjuguées qui n’altéreront pas Q considéré comme 
fonction des seules variables 


y, Z, U, V, w, 

le nombre des substitutions i, A représenté par le rapport 

I . a . 3 . 4 . 5 120 

~ _ 20 , 

m 6 

sera précisément égal au nombre des substitutions 
(»5) P, P', P",'..., 

qui, étant de la forme Pq, c’est-à-dire circulaires et du sixième ordre, 
n’altéreront pas la valeur de (2 considéré comme fonction de .r, y, 
3, M, e, iv. Donc, en vertu d’un théorème établi dans la séan(‘e du 
i 5 décembre, page 1293 (^), les substitutions 

I, ... 

seront celles que l’on déduit des expressions symboliques 

il) (!:> il'} - 

* 

lorsque, après avoir exprimé chacune des substitutions 

P, P', P', ... 

à l’aide des diverses variables placées à la suite les unes des autres, 
en assignant toujours la première place à la variable a?, on réduil 

P, P', P", ... 

à de simples arrangements. Donc, puisque la série (i 5 ) renf(‘rmera 
nécessairement le terme P~S un des termes de la série (i4), repré- 
senté par l’expression symbolique (*) 



(*) OEuvres de Cauchy y S. I, T. IX, p. 473. 
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SC réduira simplement à 



et par (îonséquent 12, considéré comme fonction des quatre variables 

«s 

ne sera point altéré par la substitution régulière du second ordre 

Mais, comme on Ta vu, toute substitution régulière du second ordre 
qui n’altérera pas 12, devra être le carré d’une substitution R circu- 
laire et du quatrième ordre, comprise elle-rnéme dans la série (îi). 
On pourra donc supposer 
(lO) IP:^(y,nO(5,e). 

D’ailleurs, des deux substitutions 

(/, i*, iv, s), 

(jui re|)résenterit les deux valeurs de R fournies par réquation (rC), 
l’une étant le cube de l’autre, rime et l’autre devront faire partie de 
la suite (i i). ün pourra donc prendre pour R l’une quelconque d’entre 
elles, et supposer, par exemple, 

(17) i’). 

Il sera maintenant fiicile, non seulement de trouver une substitu- 
tion Q du cinquième ordre qui soit une dérivée des substitutions Q 
et R, mais encore de constater l’existence (b* la fonction transitive 
de six variables qui offre six valeurs distinctes. On y parviendra en 
effet, très simplement, à l’aide des principes établis dans la séance 
du 8 décembre, ainsi que nous allons le faire voir. 

Les cinq puissances de P distinctes de l’unité, savoir 

P% P\ P*, P«, 

font succéder respectivement h la variable x les cinq variables 

V, V, w, 
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auxquelles succéderaient, eu vertu de la substitution R -- ( y, 3 , iv, e), 
les variables 

J, li’, w, y, t»; 

et, comme ces dernières succéderaient elles-mêmes à x, en vertu des 
substitutions 

P^ P\ P\ P, P\ 
il en résulte que, si Ton pose 

(18) RP P*S, RP*r:iiP«T, RP^ PMI, RP'.^PV, RP^-PVV, 

chacune des substitutions 

(« 0 ) S. T. U, V, W 

laissera la variable immobile. KfTectivement, les valeurs de ces der- 
nières substitutions, déterminées par b‘s équations (iS), ou, ce qui 
rcîvient au même, par les suivantes 

(20) Si: P RP, T-nPRPS II ni PMI P \ V-PMIP\ W - PMU»\ 

seront respectivement 

(21) (y, //, (c, i’, z), (/, v) {u, iv), (/, c, (c, Z), (/, ^0 (/, -1 c, u-, u). 

D’ailleurs, cdiacuiKî des substitutions S, T, (J, V, W, étant une dérivée» 
de R et de P, n’altérera pas 12. On pourra prendre pour Q Tune des 
substitutions du cinquième ordre 

S — (y, liy iV, r, 5), W r-n (y, 5, l’, iV, />) 

(jiii sont inverses l’une de rautre. Si, pour fixer les idées, on pose 

Q ™ 

ou, ce qui revient au même, 

( 23 ) Q (3, y, W, W, V) :: P*R P, 

on aura 


( 23 ) 


SmQ, W Q“'. 
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Ajoutons que la substitution 

U = (j', tv, s) 

sera évidemment l’inverse de la substitution 

R = (y. 

de sorte qu’on aura encore 

(a4) U=:R-'. 

Ainsi, les trois substitutions 

S, U, W 

seront trois dérivées des substitutions Q et R. 

D’autre part, s’il existe réellement une fonction û dea:,j, z, u, e, w, 
qui soit doublement transitive et offre six valeurs distinctes, alors, en 
vertu des principes établis dans le § III, les vingt substitutions qui 
n’altéreront pas û considéré comme fonction des cinq variables 

y, Z, U, e, <>• 

devront se réduire aux dérivées des deux substitutions 

Q = ", e), U — (/, Z, w, v), 

dont l’une est du cinquième ordre, et dont l’autre, étant du quatrième 
ordre, vérifie les équations symboliques 



Donc alors les substitutions T et V devront être, aussi bien que S, V, 
W, des dérivées'de Q et de R. 

Réciproquement, si T et V se réduisent à des dérivées de Q et de R, 
alors le systènie des substitutions 

S, T, U, V, R 

et de leurs dérivées, étant réduit au système des dérivées de Q et R, 
sera du vingtième ordre; et par suite, en vertu des principes établis 
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dans la séance du 8 décembre (voirie théorème II de la page i'j5i (‘), 
les dérivées diverses des deux substitutions P et R formeront un sys- 
tème dont Tordre sera représenté par le produit 

6.20 rr: laO. 

Donc alors la fonction Q de a?, y, z, //, w, qui ne sera point altérée 
par les substitutions P, R, offrira cent vingt valeurs égales et six va- 
leurs distinctes. 

Donc, en définitive, la seule question à résoudre est de savoir si les 
deux substitutions 

T (y, s?) {u, iV), V ( y, //)(:;, iX.>) 

se réduisent a des dérivées des substitutions Q et R. 

Or, comme des cinq variables 

y, -, w, V, <F, 

0 ^ oty sont celles qui prennent la place de //, en vertu des substitu- 
tions T et V, il est clair que, pour obtenir à la place de T et V deux 
substitutions qui laissent immobile la variable ii, il suffira de multi- 
plier T et V par les deux puissances de Q qui font succéder n h iv (‘t 
à y, c’est-à-dire par Q * et Q. Donc les substitutions 

Q^T, QV 

renfermeront seulement les quatre variables 

y f —, e, O’, 

et chacune d’elles ne pourra être dérivée de Q et R, que dans le cas où 
elle deviendra une puissance de R. Donc la question est de savoir si 

Q-‘T, QV 

se réduisent à des puissances de R. Or cette réduction a effectivement 
lieu ; car on trouve 

Q->T rr: (y, R*, QV (/, {z, V) r." R* 

et, par suite, 

(25) T-:QRS y::szQ-nV. 

(>) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. IX, p. 46<. 

OEuvres ile — 5 
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Donc T, V seront, aussi bien que 

S, U, w, 

(les dérivées de Q, R, ou même, eu égard à la formule (22), des déri- 
vées de P, R; et l’on peut énoncer la proposition suivante : 

Tiiéorêmk. — At’ec six variables indépendantes 

00, y, 5. «, e, 

on peut toujours composer des fonctions, triplement transitives, qui offrent 
seulement six valeurs distinctes. D’ailleurs, pour caractériser une telle 
fonction, il suffit de dire que sa valeur n’est pas altérée par les dérivées des 
trois substitutions circulaires 

V-(T,y,s,u,v,w), (iTr{z,y,u,v,w), R = (y, tv, i^), 

ou, ce qui revient au même, par les dérivées des deux substitutions P et Q 
OM P e< R ; attendu que les deux substitutions Q, R sont liées l’une à 
l’autre et à la substitution P par la formule 

Q=:P*RP, 

de laquelle on tire 

RP:--;P»Q Cl R-P’QP'. 

M. Herrnitc, dans les recherches que nous avons mentionnées, avait 
déjà rencontré des fonctions transitives de six variables, qui offraient 
six valeurs distinctes. Désirant comparer le résultat qu’il avait obtenu 
avec celui que je trouvais moi-même, je lui ai demandé comment il s’y 
prenait pour construire de telles fonctions; sa réponse a été la règle 
que je vais transcrire. 

Pour obtenir une fonction de six variables indépendantes 
a, ê, 7, O, E, X 

qui, sans être symétrique par rapport à cinq d’entre elles, offre six 
valeurs distinctes, prenez une fonction symétrique s des trois quan- 
tités 


f(«, 6), f(y,0, f(â. e). 
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la fonction i{x,y) étant elle-même symétrique par rapport à à; et y; 
puis appliquez à la fonction s la substitution circulaire 

(a, ê,y,3,t,Ç) 

et ses puissances. Vous obtiendrez cinq valeurs distinctes 

•«, «1. «i, Sj. 

de s\ et, si vous nommez 

12 I* (■^» ^1 , -'‘i, -^3, ^4 ) 

une fonction symétrique des cinq valeurs distinctes de s, ù sera elfee- 
tivement une fonction qui, sans être symétrique par rapport à cinq 
des variables indépendantes a, 6, y. S, e,^, aura seulement six valeurs 
distinctes. 


321 . 

Analyse mathématique. — Mémoire, sur un nouveau calcul qui permel 
de simplifier et d’étendre la théorie des permutations. 

C. R., T. XXn, p. 53 (i 2 janvier iSîli). 

L’adoption des lettres caractéristiques d et 8, employées par Leib- 
nitz et par Lagrange pour représenter les différentielles et les varia- 
tions des fonctions, a, comme on le sait, ouvert aux géomètres des 
voies nouvelles, et donné naissance à de nouveaux calculs. Kffective- 
ment, le Calcul infinitésimal a permis de résoudre des problèmes qui 
dépassaiertt autrefois les forces de l’Analyse, et l’intégration des équa- 
tions dilfércntielles a fourni des résultats qu’on ne pouvait atteindre 
en s’appuyant sur la seule résolution des équations algébriques. 

L’adoption d’une seule lettre caractéristique employée pour indi- 
quer une substitution, c’est-à-dire un échange opéré entre les diverses 
variables que renferme une fonction donnée, me paraît offrir, dans la 
théorie des permutations, des avantages analogues à ceux que pré- 
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sente Temploi de la caractéristique rf ou S dans les calculs que je viens 
de rappeler. Déjà, dans mes précédents Mémoires, on a vu comment, 
à l’aide d’équations symboliques qui renferment seulement les lettres 
caractéristiques de diverses substitutions, on peut arriver à découvrir 
les propriétés mystérieuses et cachées de certaines fonctions, et à éta- 
blir, pour la recherche de ces propriétés, des méthodes générales qui 
semblent devoir contribuer notablement aux progrès de l’Analyse ma- 
thématique. Mais, pour tirer de la nouvelle notation tout le parti pos- 
sible, il convenait défaire encore un pas de plus, et il fallait intro- 
duire les lettres caractéristiques des substitutions, non seulement 
dans les équations symboliques dont j’ai parlé, mais encore dans les 
équations mêmes par lesquelles des fonctions diverses se trouvent 
liées entre elles. On verra, dans le présent Mémoire, comment cette 
introduction s’efTectue, et combien elle peut être utile, soit pour dé- 
couvrir les propriétés des fonctions de plusieurs variables indépen- 
dantes, soit pour construire des fonctions qui jouissent de propriétés 
<lonnéos, et offrent un nombre donné de valeurs distinctes. 


§ 1. — Considérations générales. 

Soient s une fonction de n variables indépendantes Xy y, z, ... S 
rune quelconque des substitutions qui peuvent être formées avec ces 
variables. Je désignerai par la notation 

S.v 


la valeur nouvelle que recevra la fonction s quand on lui appliquera la 
substitution S. Si, pour fixer les idées', on prend 


et 

on aura 


S-r{\.Vy /, 5 , UyV) 

s =-(^, /,-)(«/, c), 

S S f(.y, ^9 ^9 e, «). 


Si l’on prenait, en particulier. 
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on trouverait 

Soient maintenant 
diverses fonctions de 


Si — 


X, y, Z, 


y 9 


liées entre elles et à une autre fonction û par une équation de la 
forme 


(i) F(\,y, Z, ...). 

En désignant toujours par S une des substitutions que l’on peut 
former avec les variables x, y, s, .... on aura 

(s) Sfl=F(8x. Sy, Sz, ...). 

Soit enfin 

(3) I. P, Q, R, ... 

un système de substitutions conjuguées, de l’ordre M; et supposons 
que 

(4) X, y, Z, ... 

représentent précisément les valeurs distinctes acquises par la fonc- 
tion X quand on lui applique les substitutions i, P, Q, R, .. de sorte 
que X, y, Z, . . se confondent avec les termes distincts de la série 

(.5) X. Px, Qx, Ux, — 

Si l’on prend pour S l’une quelconque des substitutions 

P, Q. R. ... 

la série 

(6) S, SP, SQ, SR, ... 

aura pour termes les termes de la série (3), rangés dans un nouvel 
ordre; et, par suite, il suflira aussi de ranger dans un nouvel ordre les 
termes de la série (.5) pour obtenir la suivante 


(7) 


Sx, SPx, SQx, SRx, 
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D’ailleurs, P, Q, S étant des termes quelconques de la série (3), de 
deux équations de la forme 

Px = Qx, SPx — SQx, 

la première entraînera toujours la seconde et réciproquement; et il en 
sera encore de même si dans ces deux équations on substitue à x une 
fonction quelconque, par exemple un quelconque des termes de la 
série (4). On doit en conclure qu’aux termes égaux ou inégaux de la 
série (5) correspondront des termes égaux ou inégaux de la série ( 7 ). 
Donc, si l’on nomme v le nombre des termes égaux à x dans la 
série (5), v sera encore le nombre des termes égaux à Sx dans la 
série ( 7 ), ou, ce qui revient au même, dans la série (5), puisque ces 
deux séries offrent les mêmes termes, diversement rangés; donc le 
nombre des termes égaux à x, dans la série (5), 'Sera encore le nombre 
(les termes égaux à Px — y, le nombre des termes égaux à Qx = z, etc.; 
et le nombre total M des termes divers de la série (5) sera le produit 
du facteur v par le nombre des termes distincts. Donc, si l’on désigne 
par p. ce dernier nombre, on aura 

( 8 ) 

Il y a plus : aux p. termes distincts 

X, y, Z, ... 

de la série (5) correspondront p. termes distincts 
( 9 ) Sx, Sy, Sz, ... 

de la série ( 7 ); et, par conséquent, les termes de la série ( 9 ) se con- 
fondront avec les termes de la série ( 4 ), rangés dans un nouvel ordre. 
Donc le second membre de la formule ( 2 ) sera la valeur qu’acquiert la 
fonction 

Û = F{x, y, Z, ...) 

quand on échange entre elles, d’une certaine manière, non plus les 
variables x,y, s, mais les variables x, y, z, . . ., c’est-à-dire quand 
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on applique à la fonction û une certaine substitution 8 formée avec 
les variables x, y, z, . . . . Cela posé, l’équation ( 2 ) donnera 

(10) sû- sa. 

La formule ( 10 ), qui subsistera quelle que soit la fonction est 
évidemment analogue aux équations qui, dans le Calcul dilférenticl, 
résultent des changements de tmriahles indépendantes. Si, dans cette 
même formule, on fait coïncider successivement S avec les divers 
termes de la série (3), les valeurs correspondantes de 8, représentées 
par les termes d’une autre suite 

(") 1 , % Si 

seront ce que deviennent les substitutions 

-, P, 0, R, ... 

quand on les exprime, non plus à l’aide des variables x, y, s, ..., 
mais à l’aide des variables x, y, z, . . et, puisque la série 

I, P, 0, R, ... 

renferme toutes les dérivées d’une ou de plusieurs des substitutions P, 
Q, R, . . . , il est clair que la suite 

I, -J.', A, ... 

renfermera toutes les dérivées d’une ou de plusieurs des substitu- 
tions ‘i\ 81 Donc la série (i i) offrira, comme la série (3), un 

système de substitutions conjuguées. Seulement, plusieurs termes de 
la série (1 t) pourront être égaux entre eux. Soit X le nombre de ceux 
qui se réduiront à l’unité, et nommons toujours 

S, s 

deux termes correspondants, pris au hasard dans les .séries (3) et (i i). 
Puisqu’il sufllra d’exprimer les substitutions P, Q, R, ... à l’aide des 
variables x, y, z, . . . , pour transformer les termes des séries (3) et (6) 
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en ceux que renferment la série (i i) et la suivante 

(la) s, S«, SA, 

il est clair que la série (12) aura pour termes les termes de la série (i 1), 
rangés dans un nouvel ordre. Donc le nombre X des termes égaux à 
l’unité sera encore le nombre des termes égaux à s, *c’est-à-dire le 
nombre des termes égaux à l’une quelconque des substitutions 

.a non seulement dans la série (12), mais aussi dans la série (t i). 

Donc le nombre total Af des termes de la série (i i) sera le produit du 
facteur X par le nombre des termes distincts. Donc, si l’on désigne 
par .OK. ce dernier nombre, c’est-à-dire l’ordre du système des substi- 
tutions conjuguées 

I, <i?, % A, .... 

on aura 

(|3) A/ vXOn.. 

Le nombre X des valeurs de s qui se réduisent à l’unité est aussi le 
nombre des valeurs de s qui vérifient les équations simultanées 

V • 

(l/)) rSxrrx, -Sy=y, S/.--/., 

OU, ce qui revient au même, le nombre des valeurs de S qui vérifient 
les équations simultanées 

(iT)) Sx:.;:x, Sy — y, Sz — z, 

D’ailleurs, comme deux équations de la forme 

Sx-T-x, S'x = x 

entraînent une troisième équation de la forme 

SS'x X, 

quelle que soit la fonction x, il est clair que les valeurs de S propres à 
vérifier simultanément les équations (t 5 ) composeront un système de 
substitutions conjuguées. Si l’unité était la seule valeur de S qui pût 
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vérifier ces mêmes équations, on aurait simplement 

X = i 

et, par suite, 

('6) M=3a.. 


m 


Donc alors l’ordre du système des substitutions conjuguées 

I, P, Q, R, ... 

se réduirait à l’ordre du système des substitutions conjuguées 

I, n., 

Si II, considéré comme fonction de cc, y, s, ..., n’est point altéré 
par la substitution S, alors évidemment la substitution s n’altérera 
pas non plus Q considéré comme fonction de x, y, z, Récipro- 
quement, si Cl, considéré comme fonction de x, y, z, .... n’est pas 
altéré par la substitution s, en sorte qu’on ait 

(17) 

l’équation (17), jointe à la formule (10), entraînera la suivante r 


(18) S£i^Q. 

Donc alors û, considéré comme fonction de x, y, z, . . . , ne sera point 
altéré par la substitution S. Donc, par suite, si Cl n’est altéré par 
aucune des substitutions 

I, te, di, .... 

il ne sera pas non plus altéré par aucune des substitutions 

I, P, Q, R, .... 


C’est ce qui arrivera, en particulier, si Cl est une fonction symétrique 
des variables x, y, z, ..., puisqu’alors il ne pourra être altéré par 
aucune substitution s relative à ces mêmes variables. 

Observons encore que, .si, S étant toujours un des termes de la 

Œuvres de C, — S. I, t. X. ü 
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série ( 3 ), on nomme i l’ordre de la substitution S, et i Tordre de 
la substitution s, Téquation 

S* = i 

entraînera la suivante 


et que, en vertu de cette dernière, Tordre t de la substitution s devra 
élrc un diviseur de i. 

Soient maintenant 


(19) ü, V, W, ... 

des substitutions qui n’alterent pas la valeur de x considéré comme 
Fonction de a?, 5, . . . , et supposons le système des substitu- 

tions (19) permutable avec le système des substitutions conjuguées 

(3) I, P, -Q, R, .... 

Si l’on nomme T Tune quelconque des substitutions (19), et S Tune 
quelconque des substitutions ( 3 ), tout produit de la Forme 

TS 

sera en même temps de la forme 

ST, 

les valeurs de T et de S pouvant varier dans le passage d’une Forme à 
l’autre; et, sous la même réserve, toute expression de la forme 

TSx 

sera en même temps de la Forme 

STx. 


Donc les divers termes de la série 
( 20 ) Tx, fy, Tz, 

(jui se confondront avec ceux de la série 



seront tous de la forme 
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STx 


ou, ce qui revient au même, de la forme 

Sx; 

puisque T représente, par hypothèse, une substitution qui n’altère 
pas la valeur de û. Donc chaque terme de la série ( 20 ) sera en même 
temps un terme de la série (4)» et l’on peut énoncer la proposition 
suivante : 

Tiikor^ime. — Soient 

X, y, Z, ... 

les t^aleurs distinctes qu acquiert une fonction x des n variables x, y, 
Z, ... lorsqu on lui applique successivement les substitutions conjuguées 

I, P, Q. R, 


et supposons le système de ces substitutions permutable avec un autre sys- 
tème de substitutions conjuguées ou non conjuguées 


Alors 


f, U, V, w, 

X, y, Z, 


seront encore les valeurs distinctes qu acquerra la fonction x, en vertu 
des substitutions U, V, W, .... 


§ II. — Sur la formation de fonctions qui offrent un nombre donné 
de valeurs égales ou un nombre donné de valeurs distinctes. 

Soit û une fonction donnée de n variables indépendanüîs 

.r, 7, 4;, .... 

Comme nous l’avons déjà remarqué dans la séance du 6 octobn» der- 
nier, si certaines substitutions n’allèrent pas la valeur de (î, toutes 
les dérivées de ces substitutions jouiront de la même propriété, et par 
suite si l’on nomme 


, P, 0, R, 
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les substitutions diverses qui n’altéreront pas la valeur de la fonc- 
tion fi, celles-ci formeront toujours un système de substitutions con- 
jujçuées, dont l’ordre M sera précisément le nombre des valeurs égales 
(le û. Quant au nombre m des valeurs distinctes de fi, il sera déter- 
miné par la formule 

mM=zN, 

la valeur de étant 

Concevons maintenant que, M désignant l’ordre d’un certain sys- 
ti'me de substitutions conjuguées 

(1) I, P, Q, R, 

on (bunande une fonction qui possède la double propriété de n’ètre 
altérc'îe par aucune de ces substitutions et d’offrir M valeurs égahis. 
On résoudra facilement ce problème en suivant la marche que nous 
allons indiquer. 

Soient 

(2) X, y, Z, ... 

les valeurs distinctes qu’on obtient pour une certaine fonction x de 
n variables x, y, z, .... en lui appliquant les substitutions (i), et 
supposons cette fonction x tellement choisie que la série 

(3) Tx, Ty, Tz, ... 

renferme au moins un terme non compris dans la série (a), quand on 
prend pour T une substitution non comprise dans la série (i^. Enfin, 
soient 

( 4 ) % ^y ■■■ 

ce que deviennent les substitutions 

I, P, Q, R. 

quand on les exprime, non plus à l’aide des variables x, y; z 

mais à l’aide des variables x, y, z, .... Si l’on prend 

(■>) 


û = F(x,y,z, ...), 
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F(x, y, Z, ...) étant une fonction de x, y, z, ... qui ne soit jamais 
altérée par aucune des substitutions (4)» alors fl, considéré comme 
fonction de x, y, z, ..., ne sera pas non plus altéré par aucune des 
substitutions (i). Donc le nombre des valeurs égales de fl sera M ou 
un multiple de M. Mais, d’autre part, en désignant par T l’une quel- 
conque des substitutions non comprises dans la suite (i), on tirera de 
la formule ( 5 ) 

(6) TÛ=F(Tx,Ty,Tz, ...). 

Cela posé, comme des produits 

Tx, Ty, Tz 

l’un au moins sera, dans l’hypothèse admise, distinct de tous les 
termes que renferme la suite (2), le second membre de l’équa- 
tion (6) sera généralement distinct de fl, et ne pourra se réduire 
à fl que dans certains cas spéciaux, c’est-à-dire pour certaines formes 
particulières de la fonction F(x, y, z, . . .) [voir la séance du 6 octobre, 
page 793 (')]. Donc la fonction fl, déterminée par l’équation ( 5 ), ollrira 
généralement # valeurs égales, et par conséquent le nombre m de scs 
valeurs distinctes sera déterminé par la formule 

mM /V ou m — - 

Les conditions auxquelles nous avons supposé que les deux fonc- 
tions X et F(x, y, z, . . .) demeuraient assujetties peuvent être évidem- 
ment remplies de diverses manières, dont quelques-unes méritent 
d’étre remarquées; et d’abord, il est clair que la fonction F(x, y, z, . . .) 
ne sera jamais altérée par aucune des substitutions (4). si elle est 

symétrique par rapport aux variables x, y, z, On peut donc 

prendre, pour second membre de l’équation ( 5 ), une fonction symé- 
trique de ces variables, quoique en général on n’y soit pas obligé. 

En second lieu, tous les termes de la série ( 3 ) seront étrangers 
à la série (2), et, par suite, x remplira la condition précédemment 

(‘) OEuvres de Cauchy ^ S. 1, T. IX, p. 337-338. 
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énoncée, si l’on prend pour x une fonction de x, y, s, ... choisie 
arbitrairement parmi celles dont toutes les valeurs sont inégales. 
Alors la règle que nous venons de tracer pour la détermination d’une 
fonction ü qui offre M valeurs égales sc réduira simplement à la règle 
que nous avons indiquée dans la séance du 6 octobre dernier. 

Au reste, il n’est pas absolument nécessaire de choisir x de telle 
sorte qu’un ou plusieurs termes de la série (3) deviennent étrangers 
à la série (a) quand on prend pour T une substitution non comprise 
dans la série (i). En effet, supposons que cette condition cesse d’être 
remplie, et qu’en conséquence les termes de la série (3) sc confondent 
avec les termes de la série (a) rangés dans un nouvel ordre quand on 
prend pour T oertaincs substitutions 

(7) U. V, W, ... 

non comprises dans la série (i). Soient d’ailleurs 

(8) ü, ... 

ce que deviennent les substitutions (y) quand on les exprime, non 
plus à l’aide des variables x, y, s, . . . , mais à l’aide des variables x, 

y, Z Si la fonction x est telle que tous les termes de la série (8) 

soient étrangers à la série (4), alors, pour obtenir une valeur de Û 
qui offre généralement M valeurs égales, il suffira de recourir à l’équa- 
tion (5) et de réduire F(x, y, z, . ..) à une fonction de x, y, z, . .. , qui, 
n’étant jamais altérée par aucune des substitutions (4), soit, au con- 
traire, toujours altérée par chacune des substitutions (8). 

Il importe d’observer que les formules et les calculs auxquels on est 
conduit par la marche ci-dessus tracée sc simplifient quand on prend 
pour X une fonction de x,y, s, ... qui jouit de la propriété de n’étre 
pas altérée par une ou plusieurs des substitutions P, Q, R, — 
Diverses applications des principes exposés dans ce Mémoire forme- 
ront le sujet d’un nouvel article. 
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Analyse mathématique. — Applications diverses du nouveau calcul dont 
les principes ont été établis dans la séance nrécédente, 

C. R., T. XXII, p. 99 (19 janvier 1846). 

Considérons n variables diverses a?, 5 , u,v, — Le nombre total A 

des arrangements que l’on pourra former avec ces variables sera déter- 
miné par la formule 

A — 1.2.3. ../î. 

Soit d’ailleurs s une fonction linéaire de oî, s, ... déterminée par 
une équation de la forme 

(1) 5 “ -4“ -h 

Les diverses valeurs de cette fonction seront toutes égales entre elles, 
et par suite la fonction sera symétrique, si les coeflicients a, h, e, . . . 
sont tous égaux entre eux. Si, au contraire, plusieurs coeflicients 
sont inégaux, la fonction s offrira plusieurs valeurs distinctes dont b‘ 
nombre sera facile à calculer. Enfin, si tous les coefficients sont iné- 
gaux, les A valeurs de la fonction s seront toutes distinctes les unes 
des autres. 

Concevons maintenant que a étant une racine de l’équation 

(2) a"=rl, 

on réduise les coefficients 

ciy b, c, ... 

aux divers termes de fa suite 

(3) I, a, a*, ..., 

La formule ( 2 ) donnera 

(4) 5 rr: a; 4 - ay -H a*5 H- 
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Soit d’ailleurs 

(5) P=:(ir,y,5,«,(', ...). 

On aura 

(6) Ps -+- «3 -t- «*a 
et, par conséquent, 

( 7 ) = 
puis on en conclura 

Ps'^= (Ps)"= ^ 
ou, ce qui revient au même, 

(8) Pi'' = s'‘. 

Lorsque a représente un.e racine primitive de l’équation ( 2 ), alors les 
n termes de la série (3) étant tous inégaux entre eux, la fonction s 
déterminée par la formule (4) offre /V valeurs distinctes. Mais comme, 
en vertu de la formule (8), s" représente une fonction qui n’est plus 
altérée par la substitution P, cette dernière fonction offre évidemment 
autant de valeurs 'distinctes qu’il y a d’unités dans le rapport 

— — 1 .3.3. . . (n — i). 

/I 

Concevons à présent que, a étant une racine primitive de l’équa- 
tion ( 2 ), on élève la fonction s à une puissance quelconque dont le 
degré l soit un nombre premier à n, et désignons par 

X, y, Z, U, V, ... 

les diverses fonctions de x,y, z, u,v, ... qui, dans le développement 
de s‘, se trouvent multipliées par les divers termes de la suite 

I, «•', a>', ..., 

en sorte qu’on ait 

(9) 3'=:x-t-«'y-1-«*'z-h 
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On tirera de la formule (7) 

et par conséquent, eu égard à l’équation (9), 

(10) Pi'=:y -4- «'* -t- «»'u -4- 

Or, de la formule (10) comparée à l’équation (9), il résulte évidem- 
ment que la substitution P a pour effet de transformer x en y, y en z, 
Z en U Donc, si l’on représente par 

(•') i2=:F(x,y,z, ...) 

une fonction quelconque de x, y, z, ..., la substitution P appliquée 
à la fonction O produira le même effet que la substitution (x, y, z, ...). 
En d’autres termes, si l’on pose 

(lî) f :-(x,y,Z, ...), 

ne sera autre chose que la substitution P exprimée, non plus à l’aide 
des variables données x, j, z, ..., mais à l’aide des nouvelles va- 
riables X, y, z, de sorte que, en désignant par ü une fonction quel- 
conque de CCS nouvelles variables, on aura 

(13) 

Ce n’est pas tout : si, en nommant r l'un quelconque des nombres 
premiers à n, et p un entier choisi de manière à vérifier la formule 

(14) rp^t (mod.n), 

on remplace x par a? dans le second membre de l’équation (4), on 
obtiendra une nouvelle valeur de s, qui sera précisément celle à laquelle 
on parvient quand on substitue aux variables dont les rangs, dans la 
série 

s, « 

sont représentés par les nombres 


Œuvres deC» — S. I, t. X. 


I, 2 , 3 , 


7 
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celles dont les rangs sont rejprésentés par les nombres 

r, ar, 3f, ... 

Donc la nouvelle valeur de s sera précisément celle qu’on obtient quand 
on applique à 5 la substitution Q relative aux seules variables 

y, s, .... 

et déterminée par l’équation symbolique 

(.5) 0 = (ï'). 

D’autre part, comme la substitution Q relative aux seules variables 
y, 5, et déterminée par la formule (i 5 ), produira sur s, et par suite 
sur un effet identique avec celui qui résulterait du changement de 
a en a^, on aura, non seulement 

(16) Q5 4- -h H- . . . , 

mais encore 

(17) Q / X 4- 4 - 4 - . . . . 

Or, de la formule (17)» comparée à l’équation (9), on conclura que la 
substitution Q fait passer à la place des fonctions dont les rangs, dans 
la série 

y, Z, U, 

sont représentés par les nombres 

1 , 2, 3 , . . . , 

celles dont les rangs sont représentés par les nombres 

r, 2r, 3 r, .... 

Donc la substitution Q échangera entre eux de la même manière les 
termes correspondants des deux séries 

7, Z, «, ... 


y, 2, U; 



EXTRAIT N» 322. 


SI 


et, si l’on nomme ^ce que devient la substitution Q exprimée à l’aide 
de y, Z, U, ^se déduira de $ à l’aide d’une équation symbolique 
semblable à la formule (i5); de sorte qu’on aura 


(• 8 ) 



X devant conserver la même place dans ® et dans Si maintenant on 
applique la substitution ^ ainsi déterminée à une fonction quel- 
conque Û de X, y, Z, .... on aura identiquement 

(«9) QÛ = ^Û. 


Comme, en désignant par / un nombre entier quelconque, on tire 
de la formule (i5) 



l’ordre i de la substitution Q, ou la plus petite valeur de l propre à vé- 
rifier la formule 


devra évidemment se confondre avec la plus petite valeur do l propre 
à vérifier l’équation 

P’’‘=P, 


que l’on peut réduire à 

r'si (mod. fl). 


Donc, par suite, si r est une racine primitive relative au module n, le 
nombre i devra se confondre avec l’indicateur maximum / correspon- 
dant à ce module. Dans le cas contraire, i sera un diviseur de I. 

D’autre part, comme, en vertu de l’équation (i5), le système des 
puissances de P sera permutable avec le système des puissances de Q, 
on peut affirmer que les deux substitutions 

P. Q. 


jointes b leurs dérivées, composeront un système dont l’ordre sera 
représenté par le produit 

ni. 
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Par suite aussi, a étant un diviseur quelconque de n, les deux substi- 
tutions 

P“, Q, 

jointes à leurs dérivées, composeront un système dont l’ordre sera 


Ajoutons que de la formule (i 3 ) on tirera immédiatement 

(20) poa^te-û. 

Les formules que nous venons d’établir offrent des expressions très 
simples des théorèmes fondamentaux sur lesquels s’appuie la résolu- 
tion des équations binômes. Les équations (i 3 ), (19) et (20), en par- 
ticulier, permettent de construire facilement avec n variables données 
X, y, Z, ... des fonctions pour lesquelles le nombre m des valeurs 
distinctes soit déterminé par la formule 


(ai) 


r.a. . .(n— 1) 


I étant, ou l’indicateur maximum I relatif au module n, ou un diviseur 
de /, et a étant, ou l’unité ou un diviseur de n. D’ailleurs, le mode de 
formation que fournissent les équations (i 3 ), (19) et (20), pour les 
fonctions dont il s’agit, est différent de celui que nous avons indiqué 
dans la séance du 6 octobre, et se réduit à la règle que nous allons 
énoncer. 

Pour former avec n variables x,yi s, .. . une fonction û qui offre 

I . 2 . . . ( — I ) ‘ 

i 

valeurs distinctes, a étant un diviseur quelconque de n, et i un divi- 
seur quelconque de l’indicateur maximum relatif au module n, posez 

X (xy «*5 4 ” . . . , 

a étant une racine primitive de l’équation 
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Soit d’ailleurs / un quelconque des entiers premiers à n, et représen- 
tez par 

X, y, Z, ... 


les coefficients de 


I, 


dans le développement de j'. Soit encore r une racine primitive de 
l’équivalence 

(mod. w), 

en sorte que r* représente la plus petite puissance de r, qui, divisée 
par /i, donne l’unité pour reste. Pour obtenir une fonction û de .r, y, 
5, ... qui remplisse la condition énoncée, il suffira do prendre géné- 
ralement 

!;2”F(x,y,z, .. .), 

F(x, y, Z, . . .) désignant une fonction de x, y, z, . . . qui ne soit jamais 
altérée, ni par la puissance ^ de la substitution 

ni par la substitution 



A la vérité, il semblerait au premier abord que cette régie ramène 
la question proposée à une question entièrement semblable. Car, pour 
caractériser une fonction il de Xy r, s, . . . qui ofTre 

1 . 9, . 3 . . . ( n — 0 
i 


valeurs distinctes, il suffit de dire que les substitutions qui n’altèrent 
pas sa valeur se réduisent aux dérivées de deux substitutions de la 
forme 

P = 5. •••). 





et ces deux dernières équations sont semblables à celles qui fournis 
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sent les valeurs de ‘S, ^ exprimées à l’aide des variables x, y» z, .... 
Mais il importe d’observer que le nombre des valeurs distinctes de Q, 
considéré comme fonction de a;, y, z, restera généralement le 
même si l’on diminue le nombre des valeurs distinctes de û consi- 
déré comme fonction de x, y, z, . . ., et même si l’on réduit ce dernier 
nombre à l’unité. Donc, en suivant la règle indiquée, on pourra géné- 
ralement prendre pour F(x, y, z, ...) une fonction symétrique des 
nouvelles variables x, y, z, 

Au reste, il suit, des principes établis dans la séance précédente, 
que la règle ci-dessus tracée est comprise comme cas particulier dans 
une autre règle qui conduit au même but, et que nous allons indi- 
quer. 

Pour former avec les n variables x, y, z, ... une fonction û qui 
offre m valeurs distinctes, la valeur de m étant déterminée par la for- 
mule ( 21 ), posez 

P=:(aT, y,5,...) et 

r étant une racine primitive de l’équivalence 

r'si (mod.«); 

puis construisez une fonction x qui vérifie la condition 
(aa) . F“x — X. 

et prenez ensuite 

û = F(x, y, z, ...), 

F(x, y, z, ...) désignant une fonction symétrique des variables x, y, 
z, .... et y, z, ... étant liées à x par les formules 

yrrQx, z = Q*x, — 

La valeur de û ainsi obtenue, savoir 

(23) ft::=F(X, Qx, Q*X, ...,Q'-‘x), 

satisfera généralement à la question. D’ailleurs, comme, en posant, 
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Donc l’équation (23) pourra être réduite à celle-ci 

(25) Q'-'i'). 

la valeur dé s étant déterminée par la formule (4). et a étant une ra- 
cine primitive de l’équation ( 2 ). 

Si, dans la formule (4), on prenait pour a, non plus une racine pri- 
mitive de l’équation ( 2 ), mais une puissance d’une telle racine, le 
degré v de cette puissance étant un diviseur de n, alors il sulTiniit 
d’assujettir les nombres a et c à vérifier, non plus la formule ( 24 ). 
mais la suivante 

(26) 


pour que la fonction f2, déterminée par l’équation (aS), offrît encore, 
généralement, m valeurs distinctes, la valeur de m étant toujours 
donnée par la formule ( 21 ). 

Dans un autre article, je montrerai comment le nouveau calcul peut 
être appliqué à la formation de fonctions transitives qui offrent moins 
de valeurs encore que celles que nous venons de construire, par 
exemple à la formation de fonctions transitives de six variables qui 
offrent six valeurs distinctes. 
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323. 

Analyse mathématique. — Recherches sur un système d* équations simul- 
tanées, dont les unes se déduisent des autres à Vaide d'une ou de 
plusieurs substitutions. 

C. R., T. XXII, p. iSg (26 janvier i846). 

Quelques mots suffiront pour donner une idée de ces recherches, 
qui seront développées dans les Exercices d* Analyse et de Physique 
mathématique. 

Supposons que, m étant un nombre entier quelconque et n ^mi un 
multiple de m, les lettres x, y, z, . . . représentent m fonctions diverses 
de n variables x, y, s, w, e Soit, de plus, i, P, Q, R, . . . un sys- 

tème de substitutions conjuguées dont Tordre soit précisément * = 

Les 7^ variables a?, J, 5 , //, e, ... seront, en général, complètement dé- 
terminées, si on les assujettit à vérifier les n équations simultanées 
/ x:~o, Px = o, Qx^o, 

(0 \ y 'O, Py — o, Qy---o, 

( » » .... 

Or les valeurs de x, y, 5, w, e, ...» qui vérifient des équations de 
cette forme, jouissent de diverses propriétés remarquables, et, en 
particulier, de celles que nous allons indiquer. 

Supposons que, la variable x étant comprise dans un facteur circu- 
laire de P, on nomme h Tordre de ce facteur circulaire, eXx^, x,^, . . . , 
les variables comprises avec x dans ce même facteur. Chacune 
des valeurs de x fournies par la résolution des équations (i) sera en 
même temps une valeur de a?,, une valeur de x.^, ...» une valeur de 
Cela.posé, soit 

( 2 ) F(a ?):-.0 

Téquation qui résultera de Télimination des variables x,y, s, m, e, . . . 
entre les formules (i). Cette équation admettra deux espèces de ra- 
cines. Les unes vérifieront des conditions de la forme 


( 3 ) 
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/ étant un diviseur de h \ les autres ne satisferont à aucune semblable 
condition. Si d’ailleurs on suppose x, y, z, ... réduites à des fonctions 
entières des variables z, w, e, ..., on pourra facilement décom- 
poser l’équation ( 2 ) en deux autres 

(4) 9(Ær) -O, 

( 5 ) yJa;)=:o, 

qui correspondront respectivement à ces deux espèces de racines, et 
inêoie l’équation (4) en plusieurs autres, qui correspondront aux 
diverses valeurs de /. Ajoutons que ces diverses équations, et parti- 
culièrement l’équation (5), dont chaque racine ne vérifiera aucunt» 
condition de la forme (3), pourront être généralement résolues à 
l’aide d'un certain nombre d’équations moins élevées, (lueTon obtien- 
dra, par exemple, en suivant la méthode donnée par Abel dans son 
b.eau Mémoire Sur une classe particulière d équalùms résolues alsféhri- 
quement. 


324 . 

Analysk matiiématiouk. — Note sur diverses propriétés de certaines 
fonctions algébriques. 

C. R., T. XXU, p. lOo (’^r» janvier 

Simple énoncé. 


325 . 

Analysk mathématique. — Sur la résolution directe d'un système d'équa- 
tions simultanées y dont les unes se déduisent des autres à l'aide d'une 
ou de plusieurs substitutions, 

C. R., T. XXII, p. i9‘i (‘Jï févricM- iSpi). 

Soient données entre /^ variables 




OF . tn > rc,s (te C . — S. I, t. X. 




8 
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n équations dont los unes se déduisent des autres à l’aide d’une ou 
de plusieurs substitutions. Si les premiers membres de ces équations 
sont des fonctions entières de a’, j, z, .... on pourra, comme nous 
l’avons dit dans la séance précédente, éliminer les variables j, 5, . . . , 
puis décomposer l’équation 

(I) 

résultante de cette élimination, en d’autres équations plus simples et 
d’un degré moins élevé. Au reste, pour obtenir les valeurs de ov, y, 
5, . . . propres à vérifier les équations données, il n’est pas absolument 
nécessaire de former l’équation résultante. On peut chercher directe- 
ment les équations plus simples qui doivent la remplacer, et fair(‘ 
servir au calcul des coefficients que celles-ci renfermeront le systèmt» 
des équations données. 

Pour faire- mieux comprendre comment un semblable calcul peut 
s’effectuer, considérons, en particulier, le cas où les équations don- 
nées se déduisent toutes de l’une d’entre elles à l’aide des diverses 
puissances d’une substitution circulaire 

P ( ^9 • • • ) 

(jui renferme toutes les variables, et sont, en conséquence, de la 
forme 

( i ) X : 1: oj P X O, P- X -- O, . . . , P" “ ' X 1= O, 

X désignant une fonction entière de ces variables. Si, en nommant w 
une autre fonction entière de j, . . . , on combine, par voie d’ad- 
dition, les formules (2) respectivement multipliées par les facteurs 

Cü, Po), P* O), ..., P'*' *w, 
on obtiendra la formule 

( 3 ) (l -h P H- P*-f-. . .-t- P"' ‘)wx O. 

Si d’ailleurs on attribue successivement à (o // valeurs diverses, pour 
chacune desquelles le premier membre de la formule (3) se réduise à 
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une fonction symétrique de x, y, z, ...» le système des n équations 
ainsi trouvées déterminera les valeurs des fonctions 

P - .r H- V -h 5 H - ...» 
q -Z xy -h .JTZ -h ys -t~ , 

r - - xyz -h . . . , 


et lorsqu’on aura calculé ces valeurs, il suffira de résoudre par rap- 
port a l’inconnue s l’équation du degré 

( 4 ) -î" — ‘ -h qs * ' - ™ f- ... O, 

pour obtenir les valeurs des variables x, v, z 

Pour éclaircir ce qui vient d’ètre dit par un exemple, supposons 
n = 3 et X X — ( -f- )z, c désignant uncî quantité constantes Les 

équations (2), jointes à la formule P ~ ( «•*/* 5), donneront 

( 5 ) .V ( y^ -t- ) Z O, y -{z- h c- ) ^* i o, -h c‘^ )y .. .o. 

Alors l’équation (1) sera du quinzième» elegré, et ses quinze racine*s 
seront de deux espèces. Trois d’e*ntre elles, savoir, o, 4- y i “ ^ ^ 
- yi -r-, vérifieront la formule 

(6) -- I) 

à laquelle on parvient, en posant, dans l’une quedeonque eles ée}ua- 
tions j), X --y — Z. Les douze autres racines de l’équation (i) véri- 
fieront la formule 

J?' - H- ( I -h 4 4 - ) •t’'” 4- ( I -H '? -4“ -4 C*' 4- 4 

\ 4- ( I 4- 4- 3c« 4- :5c-'‘ 4- Gc”» ) .r'‘ 

^ j 4- (l 3c'‘ — C^- - Sc*’ - C*4- 3 c‘®4- 

( 4- ( I 4- 4- 9. e'» — e® — ?. c** • c-*" 4- c* - 4- 6*‘ ^ ) x- 4- f 4- 4- c'* z o. 

Mais, en vertu des principes exposés dans la séance précédentts la 
formule (7) pourra être réduite à un système d’équations du troi- 
sième degré, et par suite les équations (5) pourront être résolues 



60 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


algébriquement. Toutefois, la décomposition de l’équation (7) en 
plusieurs autres exigerait un calcul assez long, et, sans recourir à 
ce calcul, Au même sans prendre la peine d’établir l’équation (7), 
on peut construire directement les équations plus simples, dont la 
résolution fournira les valeurs algébriques de x,y, z. En effet, nom- 
mons .V l’inconnue d’une équation du troisième degré qui ait pour 
racines x, y, s. Cette équation sera de la forme 

( s ) .v’ — ps* + — /• =; O, 

les valeurs de p, q, r étant 

( 9 ) ~ -t- J -+- 3, q -- xy xz yz, r --xyz. 

Si d’ailleurs, dans l’équation ( 3 ), réduite à la forme 

(10) (i-l-P-l-P’)wx=o, 


on pose successivement <ü — x, w^z, u> = i-hxy, on obtiendra, 
entre p, q et r, les trois équations 


\ + C» ) -7, ipr — q- +- C-p'- - ( I (- 2 c- ) q, 

I (/>’— 27 + 3 c’) — (1 — c’)/j. 

En éliminant successivement, de ces dernières, r et />% on obtiendra 
une équation du quatrième degré à laquelle devront satisfaire les 
valeurs 

(12) 7—0, 7 — 3 (i — c») 

de la variable q, tirées de la formule (6) et de l’équation q = 3a;’, 
que fournit la supposition x ~ y = z. .Les deux autres valeurs de q 
seront données par la formule très simple 


(i3) 7’+ (1 — c’-t- c‘)7 + (2 -t- c* + c* — c") • - O. 

Ajoutons que, la valeur de q étant calculée, on déterminera p, r 'n 
l’aide des formules 






7’-+- 37 
2 — c* ’ 


p '—j t -h c^ q 
~P ’ 


puis x,y et 3, en résolvant par les méthodes connues l’équation ( 8 ). 
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Si l’on supposait c ~ o, on tirerait des formules (5) 

— æ " o; 

et des quinze valeurs de x, fournies par cette dernière équation, trois, 
savoir, o, 1, — r, vérifieraient la formule (ü), tandis que les douze 
autres seraient les douze valeurs de s, déterminées par Téquation (8) 
jointe au système des formules 

7- -f- 7 -f- — O, ~ 1(7^-+- )» '■ - P - y • 

De ces douze valeurs de ainsi qu'on devait s’y attendre, six se con- 
fondent avec les racines primitives de l’équation binôme 

x" — I — O. 

Si l’on supposait c=^ i, la formule (7) deviendrait 

^ -H 6 .x*'® -H 1 4 tX” -h 1 4*^’® b H- 3 .2’^ H- 3 ” O, 
et les formules (t3), (i4) donneraient 

72 y 3 ~ O, :::: 72 -f. 3 7, /’ /? • 


326 . 


Analyse mathématique. — Sur la résolution des équations symboliques 

non linéaires. 


C. U., T. XXII, |). ‘ 23 > (9 février 184O). 

Dans un précédent Mémoire, j’ai montré comment on pouvait 
résoudre les équations symboliques linéaires auxquelles on se trouve 
conduit dans la théorie des permutations. Les recherches que j’ai 
aujourd’hui l’honneur de présenter à l’Académie se rapportent à la 
résolution des équations symboliques non linéaires. Je vais donner 
en peu de mots une idée de ces recherches. Les résultats qu’elles 
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m’ont fournis seront exposés plus en détail dans les Exercices d’ Ana- 
lyse el de Physique mathématique. 

Considérons n variables 

•^0» '^1» *^2» •••> •^'/l -1» 

chaque indice pouvant être augmenté ou diminué d*un multiple quel- 
conque de n \ et nommons P une substitution circulaire qui renferme 
toutes ces variables, de sorte qu’on ait 

P (‘ï’o, .SJj, • • • , ■ \ ) 

OU, en exprimant la substitution P a l’aide des indices qui affectent 
les diverses variables, 

( I ) P ( O, I , li, , . . , - 3, w — ‘Ày n - I ). 

On pourra satisfaire à l’équation symbolique linéaire 

(2) ’SP p-*s, 

en prenant pour S une substitution qui laisse immobile la variable 
et même, si /^ est pair ou de la forme 

( 3 ) fi :-'2iy 

la variable O?/. D’ailleurs, cette substitution S, déterminée par la for- 
mule symbolique 

sera une substitution du second ordre. 

Ce n’est pas tout : le nombre n étant supposé pair et de la fprme -li, 
on pourra résoudre de diverses manières l’équation symbolique 

(5) H-‘ = S, 

dans laquelle la substitution S renferme 2(1 — 1 ) indices, et même la 
résoudre en prenant pour R une substitution de l’ordre 'i(i — i), qui 



vérifie Téquation 

(6) 
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ou 



Kn effet, partageons les indices 

I , li, 3, . . . , « — ï , i ~\-\y . . . , /< — 3, n - 1, n - i 

en groupes, dont chacun soit composé de quatre indices de la forme 

/, I /, If i -f- /, 

qui se réduiront a deux, si, i étant pair, on prend / ■ ; il suffira, 

pour résoudre simultanément les équations ( 5 ) et ( (>), de poser 

(8) R — y, / — S, i - a, — a, — o, -- y, . . . , / i- y, « I- S, r i a). 

a, 6, Y» ••• étant des indices pris dans les divers groupes. La val(Mir 
de R étant ainsi déterminée, nommons Tindice qui succède à Tiii- 
dicc h en vertu de la substitution R, et posons généralement 

( 9 ) Wn 
On tirera des formules (6), (9) 

(10) RaR/+- 4 -" *> 
et, par suite, 

(11) R/ _i. “ I , R/ — a - * • 

Donc R, et R, a seront des substitutions du second ordre. Ajoutons 
que, si Ton pose pour abréger 

(,2) RP-.. POT ', 

on aura 

(i3) 




R, a ” P“*nP-“ 
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et, par suite, 

(i/i) (a, f •+• a) (a -t- 6, e H- 2 a) (a -4- y, t 4- a 6). . 

(15) " (— a, / — a) (— a -+■ 6, O (— a ■+• V» «*-- « -+- S) 

Donc, si l’on nomme toujours A, k deux indices dont le second suc- 
cède au premier en vertu de la substitution R, les divers facteurs cir- 
culaires de R/, a seront de la forme (a -h i -f- a -4- /«). Il est aisé d’en 
conclure qu’aucun facteur de R, „ ne sera en même temps facteur de 
la substitution R' *, c’est-à-dire de la forme 

(/, - 1 ). 

à moins que les indices h, k et a ne vérifient la condition 

(16) h k i O (mo(l.A^). 

D’autre part, le produit VU de deux substitutions U, V ne peut cesser 
de renfermer l’une des variables //, k, dont la seconde succède à la 
première en vertu de la substitution U, que dans le cas où V fait 
succéder réciproquement h à k. Donc, si a, 6, y, ... sont choisis de 
manière que la condition (rO) ne soit jamais vérifiée, il sullira de 
poser 

(•7) Qr::.R/^aR' ‘ 

ou, ce qui revient au même, 

(*8) Q. R-^R,.a, 

pour que la substitution Q déplace les n — i indices 

I, 2, 3, . . ., n —'2, n — I. 

Si l’on applique, en particulier, ces principes aux fonctions dont 
M. Hermite s’est occupé, c’est-à-dire à celles qui renferment six, 
huit ou douze variables, ou plutôt aux substitutions qui peuvent 
déplacer les variables 

• • •> \ 

dans ces mêmes fonctions, on obtiendra les résultats suivants. 
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Si k la substitution P de l’ordre déterminée par la for- 

mule (i), on joint une substitution Q de Tordre n -- i et une sub- 
stitution R de Tordre n — 2, les dérivées de 


P, O, R 

constitueront un système de substitutions conjuguées dont chacune 
déplacera n, n — i ou ai — 2 variables, et ce système sera d’un ordre 
représenté par le produit 

/i(/t — I) (// — 2), 

pourvu que, les valeurs de Q, R étant déterminées à Taide des for- 
mules (8), (9), (17), on pose : 

Pour n — G, 

R:r-.*(i,a,5,4); 


2 '' Pour n - - 8, 

R— (ï, 2 , 3, 7 , 8,5) 
ou 

R — (1,6, 3,7, 2,5); 

3'* Pour ^7= 12 , 

R rr (l, 4,9, 2, 5 , 11,8,3, 10, 7) 
OU 

R (i, 10, 9, 8, 5 , 1 1, 2, 3 , 4 » 7). 


Analysk MATHKMATiQiiK. — Note sur UH Üièorême f O iidanienlal relatif 
à deux systèmes de substitutions conjuguées, 

(]. U., T. XXII, p. 6:io (Il avril 1846). 


Une proposition digne de remarque, dans la théorie des permuta- 
(ions, est celle que j’ai donnée dans la séance du 10 novembre dernier 
(page 1039) ('), savoir, que le produit des ordres de deux systèmes 
de substitutions conjuguées divise exactement la dillérence entre le 


(* ) OEiwres de Cauchy ^ S. I, T. IX, p. 
OFMvrcs de C. — S. I, l. X. 


9 



66 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

nombre des arrangements que l’on peut former avec les diverses 
variables et le nombre des solutions de l’équation linéaire symbo- 
lique dont les deux membres sont les produits d’une même substi- 
tution par les termes généraux des deux systèmes, l’un de ces termes 
étant pris pour multiplicande, et l’autre pour multiplicateur. Comme 
de cette proposition l’on peut immédiatement déduire un grand 
nombre d’autres théorèmes, il m’a semblé qu’il serait utile de l’étar 
blir, s’il était possible, à l’aide d’une démonstration simple et directe. 
Tel me paraît être le double caractère de celle que je vais exposer en 
peu de mots. 

Thkorèmk. — Formons aK'cc n variables 

y y • • • 

deux systèmes de substitutions conjuguées; et soient 

(I) I, Pi. P.-,. 

(^) N Qi, Q2, •*., Q*-i 

res deux systèmes, le premier de l* ordre a, le second de F ordre b. Soient 
d'ailleurs h, k deux nombres entiers quelconques ; nommons 1 le nombre 
des substitutions R pour lesquelles se vérifient des équations symboliques 
de la forme 

(3) RP;, CnR, 
et posons, pour abréger, 

j\ 1 .2,3. , .n. 

Les nombres N et I fourniront le même reste lorsqu on les divisera par le 
produit ah. 

Démonstration. - Si l’on pose 

(4) . 

alors, parmi les substitutions que l’on pourra former avec les variables, 
celles pour lesquelles ne se vériüeront jamais des é(juations semblables 
il la formule (3) seront en nombre égal à J. Nommons U l’une de ces 
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dernières substitutions. Les divers termes du Tableau 


1 ü, 

UP., 

ÜP„ 

.... UP„_„ 

\ Q.u, 

Q.UP„ 

O.UP„ 

■ • • f 0 1 L R a ~ 1 » 

Q.u, 

Q.up., 

Q.UP,. 

• • • » Oj R P (l-lf 

( Q6-,U, 

Q»-. P,. 

••••*•> 

Q* ,UP„ 

• * * 9 

. . . , 0/>-l R Rrt- 


seront tous inégaux entre eux. Car, si l’on supposait 
on en conclurait 

(6) nP„P/7.'r_-Q;t«Q4..lJ 
ou, ce qui luîvient au même, 

(7) 

les valeurs de pétant 

et, comme alors les deux lettres <T, î^représenleraient, la prcuuièns un 
terme de la série (i), la seconde, un terme de la série (2), il est clair 
(|ue la formule (7) serait semblable à l’équation (3), eu sorte (|iie la 
substitution IJ se réduirait, contre riiypolbese admise, à l’une des 
valeurs de R. 

Soit maintenant V une nouvelle substitution, qui ni» se réduise ni à 
l’une des valeurs de R, ni à aucune des substitutions comprises dans 
le Tableau (5). Les divers termes du Tableau 


V, 

VP„ 

VP., 

... VP„.„ 

Q.v, 

Q.VP,. 

Q.VP,, , 

... Q,VP„.„ 

Q.v, 

Q.vp., 

Q.VP,, 

. Q.VP„_,, 

Q*-.v, 

• ••••• 9 

Q.-,VP., 

Q/._,VP„ . 

... Q. ,VP„- 


seront encore tous inégaux entre eux; il y a plus : ils seront distincts 
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do tous (‘eux que renferme le Tableau (5). Car, si l’on avait 

0AUP>i=:Q^VP,,, 

on en conclurait 

Q;tllP/*PÂ‘, 

et, comme les deux produits 

QPQi. PaPa* 

représenteraient, le premier, un terme de la série (i), le second, un 
terme de la série ( 2 ), il est clair que, en vertu de la dernière formule, 
V sera déjà, contre l’hypothèse admise, l’un des ternies renfermés dans 
le Tableau (5). En continuant ainsi, on finira par répartir les J substi- 
tutions, pour lesquelles ne se vérifieront jamais des équations sem- 
blables à la formule (3), entre plusieurs Tableaux dont chacun renfer- 
mera autant de termes, inégaux entre eux, qu’il y a d’unités dans 
produit ai, et offrira, pour premier terme, une substitution non com- 
prise dans les Tableaux déjà formés. Donc le nombre J ou iV 1 sera 
un multiple du produit ai; donc les nombres A" et 1, divisés par le pro- 
duit ai, fourniront le mémo reste. 


328 . 

C. H., T. XXIH, p. i 5 (6 juillet 1846). 

M. Cauchy lit une Note ayant pour titre : Sur T heureme solution d'une 
question importante soulevée à l'occasion du çoncours de Statistique. 

Dans c(^tle Note, M. Cauchy rappelle un vœu d’abord émis, dans le 
sein de l’Académie des Sciences, à l’occasion du concours de Statis- 
tique, et auquel se sont associés la plupart des membres de l’Institut. 
Une mesure législative vient de réaliser ce vœu en exemptant des 
droits de timbre et d’enregistrement les actes nécessaires pour le 
mariage des pauvres et pour la légitimation de leurs enfants. 
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329. 

Note. 

C. K., T. XXIII, p. 8o (i3 juillet 1846). 

M. Cauchy croit devoir signaler une conséquence importante des 
principes énoncés dans le Rapport de la Section de Mécanique et rap- 
pelés par M. Seguicr. Comme il a été dit dans le Rapport, les condi- 
tions que l’on doit remplir, pour diminuer les chances d’accident, soni 
relatives, les unes à la vitesse, les autres à la masse. Le danger et les 
chances de déraillement croissent, non seulement avec la vitesse, mais 
encore avec la masse, par conséquent avec le nombre des wagons; et il 
en résulte qu’un convoi de vingt wagons remorqués par le système d<‘ 
deux locomotives sera toujours avantageusement remplacé par deux 
convois, convenablement espacés, dont chacun renfermerait dix wa- 
gons remorqués par une seule locomotive. Les faits viennent à l’apiuii 
de c(»tte proposition malheureusement vérifiée par les catastrophes du 
8 mai et du 8 juillet, qui, rune et l’autre, ont coïncidé avec l’em- 
ploi de deux machines. M. Cauchy espère que, convaincus par une si 
triste expérience, les administrateurs des chemins de fer donneront 
des ordres pour que, à l’avenir, un convoi soit toujours restreint au 
nombre de wagons qu’une seule locomotive pourra remorquer. 


m. 

Géométrie analytique. — Mémoire sur les avantages que présente^ dans la 
Géométrie analytique, l'emploi de facteurs propres à indiquer le sens 
dans lequel s effectuent certains mouvements de rotation, et sur les résul- 
tantes construites avec les cosinus des angles que deux systèmes d'axes 
forment entre eux. 

C. n., T. XXllI, p. 25 i (3 aoiU 184G). 

Simple énoncé. 
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331 . 

Calcul intégral. — Sur les intégrales qui s* étendent à tous les points 
d*une courbe fermée, 

C. R., T. XXin, p. a6i (3 août iSifi). 

Les deux Mémoires que j*ai l’honneur de présenter à l’Académie se 
rapportent, l’un à la Géométrie analytique, l’autre au Calcul intégral. 
Comme je me propose de faire paraître successivement ces deux Mé- 
moires dans les Exercices d" Analyse et de Physique mathématique, je 
me bornerai à énoncer ici, en peu de mots, quelques-uns des résultats 
auxquels je suis parvenu. 

J’ai montré, dans mon Analyse algébrique, combien il importe de 
fixer avec précision le sens des expressions employées dans les for- 
mules d’Algèbrc : pour mieux atteindre ce but, j’ai proposé de res- 
treindre les notations a l’aide desquelles on désignait encore trop 
souvent des fonctions dont les valeurs étaient multiples, et d’appli- 
quer uniquement ces mêmes notations à des fonctions dont les valeurs 
fussent toujours complètement déterminées. Cet expédient, aujour- 
d’hui généralement adopté par les géomètres, a fait disparaître les 
incertitudes que présentait l’interprétation de certaines formules et 
les contradictions auxquelles on semblait être conduit par le calcul. 
Toutefois, quelques formules de Géométrie analytique, et particu- 
lièrement celles qui se rapportent à la détermination des résultantes 
formées avec les coordonnées de divers points, n’ofTraient pas encore 
toute la précision désirable et renfermaient des doubles signes dont 
la détermination dépendait de conditions qu’on était obligé d’énoncer 
à part dans le discours. Je fais disparaître cet inconvénient, en intro- 
duisant dans le calcul des facteurs dont chacun dépend du sens attri- 
bué a un certain mouvement de rotation, et se réduit à -h i ou à — i , 
suivant que ce mouvement est direct ou rétrograde. Ce procédé permet 
d’établir, avec une grande facilité, non seulement diverses proposi- 
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lions déjà connues, mais encore plusieurs autres parmi lesquelles je 
citerai les suivantes : 

Théorème I. — Étant donnés^ dans 1* espace ^ deux angles plans 

(r,s), (w,e), 

dont les côtes 

r, 5, f/, 

se mesurent dans des directions déterminées ; si, avec tes quatre cosinus des 
autres angles que ces côtés formeront entre eux, on construit une résul- 
tante, cette résultante sera positive ou négative, suivant que les mouve- 
ments de rotation de r en s et de u en v, autour d'une droite perpendicu- 
laire au plan de C un des deux angles (r, s), (u, v), s effectueront dans le 
même sens ou en sens contraires; et aura pour valeur numérique le pro- 
duit des sinus des deux angles (r, f), (w, e) par le cosinus de V inclinaison 
mutuelle des plans de ces deux angles. 

Théorème II. — Étant donnés, dans V espace, deux angles solides qui 
ont pour arêtes, le premier les longueurs r, s, t, le second les longueurs 
u, V, vv, si Von détermine les cosinus des neuf angles que formeront les 
arêtes r, s^ t avec les arêtes u, v,vv, la résultante construite avec ces neuf 
cosinus sera positive ou négative, suivant que les mouvements de rotation 
de r en s autour de t, cl de u en v autour de w, s effectueront dans le 
même sens ou en des sens contraires; et cette résultante aura pour valeur 
numérique le produit des t^olumes des parallélépipèdes que Von peut 
former, d*une part, sur les arêtes r, s, t, d'autre part, sur les arêtes 
u, V, vv, en supposant chacune de ces six arêtes réduite à V unité, 

•Parlons maintenant des intégrales qui se rapportent à des courbes 
fermées. Elles jouissent d’un grand nombre de propriétés remar- 
quables, entre lesquelles on doit signaler celles qui se trouvent énon- 
cées dans les théorèmes suivants ; 

Théorème 1. — Aa position d'un point mobile P étant déterminée dans 
V espace à Vaide de coordonnées rectilignes, ou polaires, ou de toute autre 
nature, nommons 

.r, y, Z, ... 
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des quantités qui varient d* une manière continue avec la position de ce 
point. Soit d* ailleurs S une aire qui se mesure dans un plan donné, ou sur 
une surface donnée, et qui ait pour limite une seule courbe fermée de 
toutes parts. Concevons ensuite que le point mobile P soit assujetti à par- 
courir celte courbe^n tournant autour de Caire S dans un sens déterminé. 
Sommons s C arc de la même courbe, mesuré positivement dans le sens 
dont il s agit, à partir d'une origine fixe, ou du moins une variable qui. 
croisse constamment avec cet arc. Enfin, soit k une fonction des variables 
æ, V, 5, ,,, et de leurs dérivées relatives à s\ et désignons par (S) /a r«- 
leur q U acquiert V intégrale 

j k ds 

lorsque le point mobile P, ayant parcouru le contour entier de Caire S, 
revient à sa position primitive. Si, à Caide de plusieurs lignes droites ou 
courbes, tracées sur le vlan ou sur la surface donnée, on partage Caire S 
en plusieurs autres 

A, B, C, 

alors, en nommant 

(A), (B), (C), ... 


ce que devient (S) quand au contour de Caire S on substitue le contour 
de Caire X, ou B, ou C, . , on aura, non seulement 


mais encore 


S=:A-hB4-C-i-..., 
(S)^(A)4-(B)>h(C) -H..., 


Dounni que la fonction k reste finie et continue en chaque point de chaque 
contour. 

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème /, 
prenons d'ailleurs 

k «-X D^ -H ^ B sy Dj5 -f- . . . , 


V-, ... désignant des fonctions de x,y, z, , , , tellement choisies que 

la somme 

X düc ^ dy -H dz ~f- ... 

soit une différentielle exacte, et concevons que C on fasse varier la sur- 
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face S, en faisant varier par degrés insensibles la forme de la courbe (pd 
lui sert de contour. Ces variations n altéreront pas la valeur de r inté- 
grale (S), si la fonction k reste finie et continue en chacun des points suc- 
cessivement occupés par la courbe variable, 

Théorêmé III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème //, 
supposons que la fonction k cesse d*être finie et continue pour les seuls 
noints 

P', P", P^ 

situés dans L intérieur de Caire S. Si Von nomme />, r?, . . . de très petits 
éléments de Caire S dont chacun renferme un de ces points, on aura 

Cette dernière équation fournit C intégrale S exprimée par une somme 
d* intégrales singulières. Dans le cas particulier où la fonction k reste 
finie pour tous les points situés dans C intérieur de Caire S, ces intégrales 
singulières s^ évanouissent, et Con a simplement 

(S)i-o. 

Los démonstrations les plus simples que Ton puisse offrir de e(*s 
divers théorèmes me paraissent être celles qui s’appuient sur la for- 
mule que j’ai donnée, dans mes Levons à l’Lcole Polytechniqin*, pour 
l’intégration des différentielles totales à plusieurs variables, et sur la 
considération des formes diverses que prend le résultat de l’intégra- 
tion quand on échange l’une contre l’autre ces mêmes variables. 

Remarquons d’ailleurs que les théorèmes énoncés subsistent, (|uelh‘ 
que soit la forme de la ligne qui renferme l’aire S, et dans le cas même 
où cette ligne devient le périmètre d’un polygone rectiligne ou curvi- 
ligne, par exemple dans le cas où l’aire S est celle d’un secteur circu- 
laire. 

Les corollaires qui se déduisent des théorèmes énoncés conipn^n- 
nent, comme cas particuliers, un grand nombre de propositions déjà 
connues, par exemple les théorèmes relatifs à la détermination du 

OKuvres de C. — S. I, t. X. lO 
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nombre des racines réelles et du nombre des racines imaginaires qui 
vérifient certaines conditions, dans les équations algébriques, les 
théorèmes relatifs à la convergence des séries, etc. 

Lorsque, la surface S étant plane, x, y se réduisent à deux coor- 
données rectilignes, ou polaires, ou do toute autre nature, propres ii 
déterminer la position d’un point dans le plan de la surface S, alors, 
en désignant par -X, -T deux fonctions continues des variables x, y, et 
sup|)osaiil 

-X D, -h -T D,/, 

on a 

(S ) -- ± J J\ Dj, -X - 1)^ -T) (Ir cly, 

l’intégrale double s’étendant à tous l<!s points de la surface S. Ajou- 
tons que, si l’on nomme x, y deux longueurs mesurées, à partir d un 
point quelconque P correspondant aux coordonnées .r, y, sur les direc- 
tions dans lesquelles il faudrait déplacer ce point pour faire croître 
positivement la seule coordonnée x ou y, on devra, dans la formule 
précédente, réduire le double signe au signe -4- ou au signe —, sui- 
vant que le mouvement de rotation de x en y sera ou ne sera pas de 
l’espèce du mouvement de rotation qu’offrirait un point mobile assu- 
jetti à tourner autour de l’aire S de manière à faire croilre la va- 
riable s. 

Dans le cas |)articulier où la somme 

-X d.r - h -7 dy 


est une dill'érentiellc exacte, on a 

1V.X-D^7, 

et la formule qui détermine la valeur de (S) se réduit à l’équation 
déjà trouvée 


(S) =o. 
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Analyse mathématique. — Mémoires sur les fondions de variables 

imaginaires. 

n. R., T. XXIII, p. >71 (lo août i846). 


Ce Mémoire dcvt'int être inséré prochainement dans les Exercices 
d* Analyse et de Physique mathématique (*)» bornerai, pour l’in- 

stant, k indiquer en peu de mots les principes qui s’y trouvent déve- 
loppés, et quelques-unes des conséquences importantes qui découlent 
de ces mêmes principes. 

Ainsi que je l’ai remarqué dans mon Analyse algébrique, lorsque h‘s 
constantes ou variables comprises dans une fonction donnée, après 
avoir été considérées comme réelles, sont supposées imaginaires, la 
notation k l’aide de laquelle on exprimait la fonction dont il s’agit w. 
|)eut être conservée dans le calcul qu’en vertu de conventions nou- 
velles propres k fixer le sens de cette notation dans la dernière hypo- 
thèse. 

Une des conventions qu’il semble naturel d’adopter consiste k sup- 
poser que les formules établies pour des valeurs réelles des variables 
sont étendues au cas où les variables deviennent imaginaires. * 

(lotte seule convention suflit, non seulement pour fixer le sens qu’on 
doit attacher aux notations qui représentent des sommes, des diffé- 
rences, (les produits, des quotients, et généralement des fonctions 
entières ou même rationnelles de variables imaginaires, mais encore 
pour déterminerjes valeurs des fonctions qui sont toujours dévelop- 
pables en séries convergentes, par exemple des exponentielles, des 
sinus et des cosinus, ou bien encore les valeurs des fonctions compo- 
sées avec celles que nous venons de signaler. La même convention 
deviendra insuffisante si l’on veut s’en servir, par exemple pour dé- 

(*) ÜEuvrex (te Cauchy, S. II, T. XIII. 
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terminer le sens que l’on doit attacher, dans tous les cas, à la nota- 
tion 

\æ, 

à l’aide de laquelle on représente, quand la variable æ est réelle, le 
logarithme réel et népérien de x. En effet, une variable réelle ou 
imaginaire a une infinité de logarithmes, et l’on ne pourrait repré- 
senter par une même notation tous ces logarithmes sans introduire 
une étrange confusion dans le calcul. Des raisons, qui seront exposées 
dans le Mémoire, nous déterminent à désigner généralement par la;' 
celui des logarithmes de a? dans lequel le coelHcient de i est ren- 
fermé entre, les deux limites — it, -h it, la limite inférieure étant exclue, 
en sorte que ce coelficicntpuisse varier depuis la limite — •re exclusive- 
ment jusqu’à la limite lu inclusivement. Cette convention étant admise, 
on pourra fixer très aisément, dans tous les cas, le sens des notations 
employées pour représenter les fonctions qui peuvent se définir à 
l’aide des logarithmes, par exemple les puissances à exposants quel- 
conques réels ou imaginaires. On pourra aussi faire des applications 
nouvelles et plus étendues, non seulement dos théorèmes sur la con- 
vergence des séries, mais encore des théorèmes que fournit le Calcul 
des résidus, et des formules générales que j’ai données pour la trans- 
formation et la détermination des intégrales définies, comme je le 
montrerai ici par quelques exemples. 


Soit 


(•) 


Axalvse. 


.r — e «e 


une variable imaginaire, r, p étant réels et r positif. «Pour une valeur 
donnée de x, le module r offrira une valeur unique, et V argument p 
une infinité de valeurs, représentées par les termes d’une progression 
arithmétique dont la raison sera la circonférence 2U. D’ailleurs, les 
logarithmes népériens de x seront les diverses valeurs de y propres à 
vérifier l’équation 

ey=x. 



(le laquelle on tirera 
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y =!/• + /> v^- I, 

P étant l’un quelconque des arguments de la variable x, et Ir le loga- 
rithme réel du module r. Si, parmi les valeurs de y, on en choisit une 
pour la représenter par Ix, elle devra nécessairement se réduire à \r, 
quand on aura x = r, p = o. Or on'peut remplir cette condition de 
plusieurs manières. L’une des plus simples consiste à supposer 

(2) le + I , 

en admettant que l’argument p soit toujours compris entre les limiRîs 
— TT, +t:, et ne puisse jamais atteindre la limite inféricmre — ir. C’est 
ce que je ferai désormais, en donnant par ce moyen une extension 
nouvelle à la notation employée jusqu’ici dans m(!s Ouvrages. 

Après avoir ainsi fixé le sens qui devra être attaché dans tous l(‘s 
cas à la notation \x, ou, ce qui revient au même, la valeur de la fonc- 
tion simple Ix, on en déduira sans peine les valeurs des fonctions que 
l’on peut faire dépendre de Ix, par exemple les valeurs de 

la lettre L indiquant un logarithme pris dans un système quelconque. 
Pour y parvenir, il suffira d’étendre les formules 

Læ — heiæ, — jcr-r. 

qu’il est facile d’établir dans le cas où a, x, y sont réels, au cas rnéim^ 
où a, J?, y deviennent imaginaires. 

En vertu des conventions et des définitions précédentes, les fonc- 
tions 

1j7, 

sueront généralement, pour des valeurs finies de r et de /?, des fonctions 
continues de la variable a?, si, comme nous l’avons fait, on applique ce 
nom à toute fonction qui, pour chaque valeur donnée de la variable x, 
acquiert une valeur unique et finie', et qui varie avec x par degrés 
insensibles de telle sorte qu’un accroissement infiniment petit, attri- 
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bué à ccttc variable, produise toujours un accroissement infiniment 
petit de la fonction elle-même. Seulement, les fonctions 

Ijj, Lx, x‘‘ 

deviendront discontinues dans le voisinage de valeurs réelles et néga- 
tives de X, en sorte qu’il y aura, pour de telles valeurs, solution de 
continuité. 

Ces principes étant admis, on pourra faire des applications nou- 
velles et plus étendues des théorèmes qui reposent sur la considération 
des variables imaginaires et des fonctions continues, par exemple 
des théorèmes généraux sur la convergence des séries, des formules 
relatives à la transformation et à la détermination des intégrales défi- 
nies, et des propositions générales fournies par le calcul des résidus. 
Considérons, pour fixer les idées, la formule générale 



D’après ce qui a été dit dans les Exercices de Mathématiques, cette for- 
mule suppose, d'une part, que l’intégrale j' /(x)dx est réduite à sa 

valeur principale, d’autre part, que le produit 5/(3), dans lequel 
z = x-{-yyJ— I s’évanouit pour æ; = ±oo, quel que soitj, et pour 
y — X), quel que soit a;. Ajoutons que, si la fonction /(a?) devient dis- 
continue, sans devenir infinie, pour des valeurs réelles de x, on devra, 
dans le premier membre de la formule ( 3 ), remplacer /(x) par 
f(x 4- e V— i), s étant une quantité positive infiniment petite. 

Concevons maintenant que l’on pose dans la formule ( 3 ) 

(4) /(a:):=[r(a:)]i*F(.r), 


f(aî), F(a;) étant deux fonctions dont chacune reste réelle pour toute 
valeur réelle de x, et jouisse, comme les fractions rationnelles, db 
la propriété de rester continue, tant qu’elle reste finie. Supposons, 
d’ailleurs, la constante p choisie de manière que le produit z /(z) 
s’évanouisse toujours quand la fonction f( 5 ) devient infinie pour une 
valeur de z dans laquelle le coefficient de 1 est positif. Enfin, dési- 
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gnons par 5 un facteur qui se réduise à l'unité quand f(a?) est positif, 
et à ± ir quand {(x) est négatif, le double signe ±: devant être réduit 
au signe + ou au signe —, suivant que la fonction dérivée f'(a;) est 
positive ou négative. La formule (3) donnera 

(5) r"c!‘5/^j[f(.r)]«l»F(x)rfx = a7rv^i [f(;)]l‘(F(3)). 

t-' _ « — » 


Si, F(a;) étant une fonction paire de x, la fonction f(aî) est du 
nombre de celles dont les dérivées sont toujours positives^ l’équa- 
tion (5) donnera 


( 6 ) 


f 


\UOr)r^¥{.v)d.,: 


2 TT V^ — I 




J.a formule (6) cpmprend un grand nombre de résiilfals dignes d(* 
remarque. On en tire, par exemple pour des valeurs positives quel- 
conques des constantes a, c, et pour toute val(‘tir réelle dé tx, comprise» 
entre les limites — r, -f- i, 


(7) 



a dj'! 
-f- x'^ 


7t 


2 


CO S 






Observons encore que, à l’aide des principes ci-dessus exposés, f)n 
pourra tirer dos résultats nouveaux des théorèmes relatifs au résidu 
intégral d’une fonction, énoncés dans un précédent Mémoire. ( Voir la 
séance du i6 décembre i844» p^^ge i337 (’).] 

On pourrait considérer, dans la formule ( 2 ), rargument p comme 
représentant un angle polaire, et le faire varier en conséquence entn» 
les limites communément assignées aux angles polaires, c’est-à-dire 
entre les limites o, 2 u. C’est ce qu’a fait M. Ernest Lamarlc dans un 
Mémoire sur la convergence des séries. Mais on obtiendrait alors pour 
Icc et pour af dos fonctions qui deviendraient discontinues dans h* 
voisinage de valeurs réelles et positives de æ, ce qui pourrait avoir 
quelques inconvénients. Il en résulterait, par exemple, que la fonc- 


( *) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 3C6. 
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tion (i +xy deviendrait discontinue pour des valeurs du module r 
de X inférieures à l’unité. 


333 . 

Cai.ciii. intégrai.. — Mémoire sur l’application du Calcul des résidus à la 
recherche des propriétés générales des intégrales dont les dérivées ren- 
ferment des racines d’équations algébriques. 

C. R., T. XXIII, p. 321 (17 août 1840). 

Ainsi qufi je l’ai montré dans plusieurs Mémoires présentés à l’Aca- 
démie en 1841, le Calcul des résidus fournit un grand nombre de for- 
mules générales qui comprennent, comme cas particuliers, les beaux 
théorèmes d’Euler et d’Abel sur les transcendantes elliptiques et sur 
des transcendantes d’un ordre encore plus élevé. Parmi ces formules 
générales, on doit particulièrement distinguer celles auxquelles satis- 
font les intégrales qui, comme les transcendantes elliptiques, ren- 
ferment, sous le signe j ^ des radicaux du second degré ou des 
racines d’équations algébriques. Mais comme, après avoir déterminé 
les diverses racines <rune telle équation, l’on peut être quelquefois 
embarrassé de savoir quelle est, parmi ces racines, celle qui doit 
entrer dans chaque intégrale, j’ai cru qu’il serait utile d’indiquer 
une méthode a l’aide de laquelle on pût résoudre aisément et géné- 
ralement cette question. Je vais, en peu de mots, faire connaître 
cette méthode, qui sera exposée avec plus de développement dans 
les Exercices (V Analyse; et, afin qu’elle puisse être plus facilement 
saisie, je la montrerai ici appliquée à quelques exemples. 

Analyse. 

§ 1. — Considérations générales. 

Supposons la variable x liée à d’autres variables 


y, Z, ...» 


t 
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par des équations 
(O K==o, z = o, 

dont le nombre soit égal au nombre de ces autres variables. Suppo- 
sons encore que, en vertu de ces mêmes équations, les variables 

yf • • • 

puissent être exprimées en fonctions toujours continues, par exemple 
en fonctions rationnelles des deux variables 

Xj 

et soit 

(2) F(æ?,^)=iO 

Téquation produite par réliminatlon des variables y, z, ... entre les 
formules (i). L’équation (2), résolue par rapporta la variable a;, four- 
nira, pour cette variable, considérée comme fonction de t, diverses 
valeurs 

.»!, Æ!„ a;,, ... 

auxquelles correspondront respectivement certaines valeurs 

yi. y», y3, 

de la variable y, puis certaines valeurs 


^S 9 ^ 8 f 

de la variable z, etc. 

Soit maintenant 

(3) k=zi{x,y,z, 

une fonction continue des variables 


X, y, Z, 

Comme, par hypothèse, en vertu des formules (1), y, z, ... peuvent 
être exprimées en fonctions toujours continues de x e:i t, k pourra 
être considéré comme une fonction continue des seules variables x, i. 

1 J 


Œuvres de C» — S. 1, t. X. 
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Cela posé, aux diverses valeurs de x, tirées de l’équation (i), corres- 
pondront diverses valeurs de k, que nous nommerons 

^ 1 » •••» 
et, par suite, diverses valeurs de l’intégrale 

(4) S— f kntxdl. 


T étant une valeur partiouliëre de la variable i. Si l’on nomme s la 
somme de ces diverses valeurs de l’intégrale s, on aura 

kiDtXidt-i- f 4:,D,.r,rfi H- . . . . 



Ajoutons- que, si l’on pose, pour abréger, 

O = D* F(^, l), W(x, i) = D, F(ar, t), 


l’équation (a) donnera 




O’ 


et que, par suite, on tirera de ta formule (5) 


(6) 


f ' r 


de. 


Si d’ailleurs le rapport 


A- y (a-, <) 


no devient jamais infini que pour des valeurs nulles de son dénomi- 
nateur, et si le produit de ce rapport par x s’évanouit généralement 
pour des valeurs infinies, réelles ou imaginaires de x, on aura 


(7) 


P A- V(.r, <) _ 


et l’équation (6) donnera simplement 
(8) »=:o. 



Si l’équation 
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F(x,t) = o, 

résolue par rapport à x, fournissait quelques valeurs indépendantes 
de t, on aurait, pour chacune de ces valeurs, 

et, par suite, les intégrales correspondantes à ces mêmes valeurs de x 
disparaîtraient toujours dans la somme représentée par 
Supposons à présent / assez rapproché de t, pour que les variables x, 
i restent fonctions continues l’une de l’autre entre les limites de l’in- 
tégration, et désignons, à l’aide de la lettre la valeur de x corres- 
pondante à la valeur t de i, en sorte que 

^i> • 

représentent les valeurs particulières de 


^ 1 » ^39 * • • 

correspondantes à / = t. La formule (4) donnera 


(9) 


kdx. 


k étant regardé, non plus comme fonction de i, mais comme fonction 
de X, et ta valeur de s, déterminée par l’équation (5), deviendra 

j .-» •*'! P ^9 ^ 

' k\dxy+ j kfdxt-h I k^dXi-h.... 

5 , A, A. 

Il importe d’examiner spécialement le cas où l’équation (3), étant 
indépendante do /, se réduit à la forme 


(u) k=:{{x,y,s, .. .), 

et où la dernière des équations (i) renferme seule la variable t. Il 
semble qu’alors les divers termes de la suite 


ktt kff k}, 
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qui représentent diverses valeurs de k considéré comme fonction de x, 
pourraient se déduire des seules équations 

(la) Y=o, Z=o 

jointes à la formule (i i). Néanmoins les formules (i i) et (12), sépa- 
rées de l’équation 

(i3) 7=0 

nu, ce qui revient au même, de la formule (2), ne sufiiraient pas tou- 
jours à la détermination des fonctions 

ku ^1, A:j, ..., 

que renferment, sous le signe J, les intégrales comprises dans le 
second membre de la formule (10). En effet, les fonctions de x et 
de t qui représentent les valeurs dey, s, ... tirées des formules (12) 
et (i 3 ), étant, par hypothèse, toujours continues, ces valeurs seront 
complètement déterminées. Mais il pourra en être autrement des fonc- 
tions do X qui représenteront les valeurs dey, 3, ... tirées des seules 
équations (12), attendu que ces dernières équations, résolues par rap- 
port aux variables y, 5, . . . , peuvent fournir, pour ces variables, plu- 
sieurs systèmes de valeurs. Alors on pourra être embarrassé de savoir 
quelles sont celles des valeurs dey, 3, . . . qu’il faut substituer dans la 
fonction 

k:={(x,y,z, ...) 

avant d’y remplacer la lettre x par x,, ou par x^, .... afin de réduire 
cette fonction à 4 ', ou à Or cette dillicultc pourra être géné- 

ralement résolue à l’aide de la règle que nous allons indiquer. 
Lorsqu’on posera 

trzjiz et æ: — 

Ç étant l’un quelconque des termes de la suite 

$i> L, • ■ • ' 


les variables 


y, «, - • 



EXTRAIT N» 333. , 85 

exprimées en fonctions continues de x et de t, acquerront des valeurs 
déterminées. Nommons 

V, K, . . • 

ces mêmes valeurs, qui deviendront 

fli, îi» • • • , 

quand on remplacera Ç par l,, 

ni, Çi, . . . , 

quand on remplacera Ç par $j, etc. Parmi les valeurs de/, s, ... an x, 
tirées des formules (12), celles qu’on devra substituer dans k, avant 
d’y remplacer a; par a;,, pour obtenir A,, seront celles qui vérifieront, 
pour X = les conditions 

(•4) y — ^ — Çi» ■••• 

Pareillement celles qu’on devra substituer dans k, avant d’y remplacer 
X par Æj, seront celles qui vérifieront, pour a; = Sj, les conditions 

(•5) / = n„ ' « = î 

et ainsi de suite. 

Si, parmi les valeurs de/, z, ... que fournissent les équations (12), 
celles qui vérifient les conditions (t 4 ) sont aussi celles qui vérifient 
les conditions (i 5 ) et autres semblables, alors, en supposant ces 
mêmes valeurs substituées à la place de /, s, ... dans la fonction k, 
on verra l’équation (10) se réduire à la forme 

(16) s~ f I kdæ-^ f kdæ-h 

A At A, 


§ II. — Applications, 

Considérons maintenant le cas où les variables x, /, /, réduites à 
trois, sont liées entre elles par deux équations, dont la première ren- 
ferme seulement x et/, la seconde équation étant linéaire par rap- 
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port et à /. Les deux équations dont il s’agit seront de la forme 

(1) A^,j') = o, 

(2) y=Ut+V, 

U, K étant fonctions de la seule variable x, et l’élimination de 7 pro- 
duira la formule 

(3) f{x,Vt+V)=o. 

Donc la fonction représentée par Y{x,t) dans l’équation (2) du § I 
sera déterminée par la formule 

( 4 ) 

la valeur de j étant fournie par l’équation (2). Cela posé, si l’on fait, 
pour abréger, 

9(^.7) ~D,/(æ-,j), = 

on tirera des équations (2) et (/J) 

D,F(a:, /)= t/x(-ic,7), 


et la formule (G) du § I donnera 


( 5 ) 


■r 


r ^*x ( ^. 7 ) 

ûi + v)r'- 


Enfin, si l’on fait, pour abréger, 

(6) Ax(^, 7 )“®(-*> 7 ) 

ou, ce qui revient au même, si l’on pose 

, . __ J^( x,y) 

X(^»7) Dr/(^»7)’ 

la formule ( 5 ) deviendra 


J7nj(x, C/t ■+■ y) 
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Si U, V se réduisent à des fonctions entières de a?, et u{x,y), 
/(x,y) à des fonctions entières de x, y, alors on aura 


l 


Uns(x, Vt+ V) 
[/{as, Ut+y)) 



Uts{x, Üt-¥V) 
f(x, Ut+V) 


> 


et, pour que l’équation (8) se réduise à 

(9) s = o. 

il suRira que, la fonction û étant déterminée par la formule 


(lo) 


U 


ts{x. Ut V) 

/{X, ut+vy 


le produit Qx s’évanouisse pour des valeurs infinies, réelles ou imagi- 
naires de la variable x. 

Considérons à présent le cas particulier où l’équation (i) se réduit 
à la forme 


(II) , 

n étant un nombre entier et X une fonction entière de x. On aura, 
dans ce cas, 


par conséquent, 
( 12 ) 




Alors aussi l’équation (3), réduite à 

(i3) (t7<-H F)»- A'=o, 

sera, par rapport à la variable x, d'un degré indiqué par le plus grand 
(les nombres qui représenteront les degrés des trois fonctions 

U\ V«, A'. 


L’équation (i3) sera donc du degré mn, si, les fonctions U et V étant 
du degré m, le degré de X ne surpasse pas celui de U" et de V". 
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D’autre part, on tirera de la formule (i i), résolue par rapport à 7, 


(i4) j' = 0Ar\ 

0 étant une racine n**"*® de l’unité; en sorte que l’équation (12) don- 
nera 

^ ©yT") 

nO-’-'AT « 

ou, ce qui revient au même, 

(. 5 ) A = 6 ^^. 

nJT " 

Mais, quand on voudra déduire de cette dernière formule les valeurs 
des fonctions représentées par i,, A,, ... dans l’équation (10) du 

§ I, en substituant à la variable a? les valeurs 

Xj, X„ .J. 

de cette même variable, tirées de l’équation (i 3 ), on pourra être 
obligé de prendre successivement pour 0 plusieurs des racines 
de l’unité. Soient 

les valeurs successives de 0, correspondantes aux diverses valeurs 
de X. Soient encore 

?i, ?»> • • • 

ce que deviennent ces mêmes valeurs de x quand on pose t — 'z, et 
nommons alors 5 l’une quelconque d’entre elles. Enfin, soient 

ü, .X 

ce que deviennent 

V, K A- 

quand on y pose x = Ç. En vertu de la règle énoncée dans le § 1 , la 
valeur de 0 correspondante à une racine déterminée de l’équation (i 3 ), 
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par conséquent à une valeur déterminée de Ç* sera donnée par la for- 
mule 

1 

(l6) 

Par conséquent, dans la détermination des valeurs de . . . que 

renfermera la somme s, en vertu de l’équation (lo) du § I, on devra 
joindre la formule (i 6 ) k la formule (i 5). 

Les valeurs de 

0i, Off ... 


étant déterminées a l’aide de la formule (i(3), l’équation (lo) du § 1 , 
jointe à la formule (i5), donnera 



Ajoutons que la somme s s’évanouira, et qu’on aura, par suite, 

( 1 8 ) Ôi f A'/' -T") da^ -h 0 ,* f tîj (. r, ^2-1''*) dx 4- . . . : 

si, la fonction Q étant déterminée par la formule 


(^9) 


ilr 


13 ( 0 *, Ut-\- V) 


le produit üx devient nul pour des valeurs infinies, réelles ou imagi- 
naires, de la variable œ. 

Si la fonction n(æ, y) est de la forme 

sy(Æ, = 


l désignant un nombre entier inférieur l\ /i,'et nT(.r) une fonction 
entière de a?, la formule ( 19 ) donnera 


(20) 




Si d’ailleurs, U, V étant du degré /w, le degré de X n’est pas supérieur 


OEuvrea de C. -- S. I, l. X. 


12 
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à m/l, il suffira que le degré de is{x) soit inférieur au nombre 

m/ — I, 

pour quo, à la valeur de Q tirée de l’équation ( 20 ), corresponde une 
valeur du produit ûa? qui s’évanouisse avec Donc alors la for- 
mule ( 18 ), réduite à 

/'*** 

f yT " fn{æ)dx 0^^ j A" " m{x) dx 

se vérifiera toujours quand on prendra pour ts{x) une fonction en- 
tière de X d’un degré inférieur à ml—i^ par exemple quand on 
prendra pour t3{x) un quelconque des termes de la suite 

(23) I, ‘.r, 

Lorsque IJ et V sont du degré m, le degré de l’équation (i3), par 
rapport à x, ne peut être inférieur à mn. Néanmoins, comme dans la 
somme s on doit comprendre seulement les intégrales relatives à des 
valeurs 

X^y X<j^y . . • 

de X qui dépendent de la variable t, il est clair que le nombre de ces 
valeurs et de ces intégrales s’abaissera au-dessous du produit mn, si 
le premier membre de l’équation (lo) se décompose en deux facteurs, 
dont l’un soit indépendant de t. C’est ce qui arrivera généralement si 
l’on attribue à X une valeur de la forme 

(23) X^V'—VW, 

iV étant une fonction entière de x d’un degré inférieur, ou tout au 
plus égal au produit m(n — i). Alors l’équation (i3) se décomposera 
en deux autres, savoir 

(94) U — O, 

(25) 1^ = 0, 

dont la première sera indépendante de t, et dont la seconde sera seu- 
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Icment du degré ni{n — i) par rapport à la variable x. Donc alors le 
nombre des intégrales comprises dans la somme s sera seulement 
m{n — i). 

Il est bon d’observer que si, en représentant par 

los m{n — i) valeurs de x tirées de Téquation (sS), on nomme 

les valeurs correspondantes de X, on tirera de l’équation ( 21 ), diHe- 
rontiée par rapport à t, 

_ / _ £ 

( 26 ) 0 J -1 I " CT ( ) dx^ + in(h-\ ) ^ ^ O. 

Si, dans cette dernière formule, où rT(j7) représente une fonction 
entière de x d’un degré inférieur à /w/ — i, on remplace successive- 
ment cette fonction par les divers termes de la suite 

I jr» .jr»2 — î 

on obtiendra ml — i équations différentielles de la forme 

/ _£ _£ -L 

I OjOI J '*dXi-\- 0^^ Jl ^ “ O, 

A J “Xi dxx -f- -h 1) ~ O, 

» 

_ £ - £ 

OJ-i , "x"’' 4-, 4- 5,n(o_i)^l OT(«— |)^!n(«*l) I) — 

Si d’ailleurs on nomme 

v„ IF,; £A„ F., IF„ ... 

ce que deviennent les fonctions 

U, F, IF 

quand on y remplace successivement x par a;, , puis par x .^, .... la for- 



»2 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE, 
mule (2.5) donnera 

I t/""' /“ + « Fi r*"* -4* . . . + « F“"‘ f + ïF, = O, 

^ i/J •<« -i- « t/r» Fs <»-• +...+ «F»-'<+. »F, = o, 

( ) / 

; 

Si Ton élimine t entre les formules (28), on obtiendra entre les seules 
variables 


//^(/^— 1) — I équations algébriques, qui seront autant d’intégrales 
du système des équations (27). Ajoutons que le nombre de ces inté- 
grales sera évidemment égal ou supérieur à celui des équations diffé- 
rentielles elles-mêmes, suivant que l’on aura / = /i — i ou /< — 1 . 

I.es résultats que nous venons d’établir comprennent, comme cas 
particuliers, les beaux théorèmes d’Euler et d’Abel sur les transcen- 
dantes elliptiques et sur d’autres transcendantes d’un ordre plus 
élevé, et s’accordent avec les formules obtenues par M. Richelot et par 
M. Broch, auxquelles nous pourrons les comparer dans un autre Mé- 
moire. 

11 importe de rechercher les cas oü les équations algébriques pro- 
duites par l’élimination de t entre les formules (28) représentent pré- 
cisément les intégrales générales des équations (27). Comme nous Iv 
montrerons dans un autre article, ces cas ne peuvent être que ceux où 
l’on a en même temps 


(•^9) 


in{n — 1 ) > I , m{n — 2 )^ 2 . 


D’ailleurs, pour que les conditions (29) se vérifient, il faut que l’on 
ait, ou 


ou 

ou enfin 


/^ “ 2, 

n z=. 3, m zn I ou 2 , 
« = 4» m“i. 


Lorsque n — 2, l’équation (20) se réduit à 
(3o) 2 F/ 4“ O, 
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et l’on retrouve les théorèmes d’Euler et d’Abel. Si l’on suppose, au 
contraire, 

« = 3, »i = I ou 2 , ou bien « = 4> m ~ i, 

on obtiendra des formules dignes d’ètrc remarquées, et sur lesquelles 
je me propose de revenir. 

J’ai supposé ici que l’on attribuait aux notations 

1 / 

lo sens indiqué dans le Mémoire que j’ai présenté lundi dernier i\ 
l’Académie. Mn parcourant, depuis la lecture de ce Mémoire, celui 
que M. Bjôrling a publié sur le développement d’une puissance quel- 
conque réelle ou imaginaire d’un binôme, j’ai trouvé au bas d’une 
page une note où il est dit que le même auteur a présenté à l’Aeadé- 
mie d’Upsal une Dissertation sur l’utilité qu’il peut y avoir à con- 
server dans le calcul les deux notations af, l.r dans le cas même où la 
partie réelle de x est négative. M. Bjorling verra que, sur ce point, je 
suis d’accord avec lui; il reste à savoir si les conventions auxquelles il 
aura eu recours pour fixer complètement, dans tous les cas, le sens 
des notations a?", Ix sont exactement celles que j’ai adoptées moi- 
même; et, pour le savoir, je suis obligé d’attendre qu’il me soit pos- 
sible de connaître la Dissertation dont il s’agit. 


334. 

Calcul intégual. — Mémoire sur le changement de rariahles dans les 
transcendantes représentées par des intégrales définies, et sur V inté- 
gration de certains systèmes d* équations différentielles, 

C. U., T. XXIII, p. 382 (24 août i846). 

Ainsi qu’on l’a vu dans mes précédents Mémoires, le calcul des 
résidus peut être utilement appliqué à la détermination d’une somme 
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d’intégrales qui renferment, avec une certaine variable a?, les diverses 
valeurs de plusieurs autres variables 


- 5 , ... 

considérées comme fonctions de a?, et liées a x par un système d’équa- 
tions algébriques ou même transcendantes. On dojt surtout distinguer 
le cas où y, 5, . . . peuvent être exprimées en fonctions toujours con- 
tinues, par exemple en fonctions rationnelles de la variable a?, et 
d’une nouvelle variable t, et où l’on prend pour origines des diverses 
intégrales relatives à x les diverses valeurs de x correspondantes à 
une valeur donnée t de la variable t. Dans ce cas, les diverses inté- 
grales relatives à x correspondront elles-mêmes aux diverses racines 
d’une certaine équation algébrique ou transcendante, que nous 
appellerons Véquation caractéristique y et qui renfermera les seules 
variables Xy t. Alors aussi, sous certaines conditions qu’il importe 
de connaître, chaque intégrale définie relative à a? se transformera 
en une intégrale relative a /, et prise a partir de l’origine / = t. Sup- 
posons, pour fixer les idées, que la variable t soit réelle. Si les fonc- 
tions de ty qui représentent les racines de l’équation caractéristique 
résolue par rapport à Xy restent réelles entre les deux limites de l’in- 
tégration relative à /, la condition à remplir sera que, dans cet inter- 
valle, chaque racine, variant avec t d’une manière continue et par 
degrés insensibles, soit toujours croissante ou toujours décroissante 
pour des valeurs croissantes de t. Ajoutons que, si une ou plusieurs 
racines de l’équation caractéristique deviennent imaginaires, entre 
les limites de l’intégration relative à ^ la condition énoncée devra 
être séparément vérifiée pour les deux quantités variables qui, dans 
chaque racine imaginaire, représenteront la partie réelle et le coelfi- 
cient de v/— !• 

Lorsque les deux limites de l’intégration relative à t sont assez rap- 
prochées l’une de l’autre pour que les racines réelles ou imaginaires 
de l’équation caractéristique satisfassent toutes aux conditions que 
nous venons d’indiquer, alors la somme des intégrales relatives à x 
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peut être transformée en une seule intégrale relative à t. Le cas où 
cette intégrale s’évanouit, et où l’équation caractéristique a pour pre- 
mier membre une fonction entière des variables ne, t, mérite une atten- 
tion spéciale. Dans ce cas, auquel se rapportent divers Mémoires, non 
seulement d’Euler, de Lagrange et d’Abel, mais aussi de MM. Jacobi, 
Richelot, Broch, etc., les diverses racines de l’équation caractéristique 
fournissent des intégrales algébriques de certains systèmes d’équa- 
tions différentielles. D’ailleurs, comme je l’ai dit dans la dernière 
séance, ces intégrales peuvent être ou particulières, ou même géné- 
rales. Ainsi, par exemple, comme Euler l’a fait voir, on peut obtenir 
l’intégrale générale et algébrique d’une équation différentielle entre 
deux variables, dans laquelle ces variables sont séparées, leurs diffé- 
rentielles y étant divisées par les racines carrées de deux polynômes 
semblables du quatrième degré. On verra, dans ce Mémoire, que l’on 
peut aussi construire l’intégrale générale et algébrique de l’équation 
du même genre qu’on obtient en remplaçant dans l’équation différen- 
tielle d’Euler les racines carrées de deux polynômes semblables du 
quatrième degré par les racines cubiques des carrés de deux poly- 
nômes semblables du troisième degré. 

Analyse. 

Supposons, comme dans le précédent Mémoire, la variable x liée ù 
d’autres variables 

y> t 

par des équations 

(i) r—o, z=o, ..., r=o> 

dont le nombre soit égal au nombre de ces autres variables. Suppo- 
sons encore que, en vertu de ces memes équations, les variables 

y 9 • • • 

puissent être exprimées en fonctions toujours continues, par exemple 
en fonctions rationnelles des deux variables x, t; et soit 

(■■*) 


F(.r,0 = O 
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l’équation produite par l'élimination des variables/, s, ... entre les 
formules (i). Cette équation, que j’appellerai caractéristique, étant 
résolue par rapport à x, fournira, pour x considérée comme fonction 
de /, diverses valeurs 

— 

Soit d’ailleurs ^ une fonction des variables x, t, qui demeure continue 
par rapport à ces variables, du moins pour une valeur de t sulfîsam* 
ment rapprochée d’une certaine origine t; et, en nommant 

ku ki, h\, ... 

les valeurs de k correspondantes aux valeurs 


•^ 1 » ‘^ 3 * • • • 

de la variable x, posons 

( 3 ) S — ■ ^ A'j D / Æ*, dt Ç A J D , dl -\r , , . . 

On tirera de la formule (3), jointe à l’équation ( 2 ), 


(4) 


s 



AD,F(.r,<) 


dl. 


le signe ^ étant relatif à la variable a?. Si d’ailleurs le rappori 

4 D, F(a:, O 
F(x,<) ’ 

étant une fonction de x et do t, qui reste toujours continue, quand 
elle est finie, ne devient jamais infini que pour, des valeurs nullcs du 
dénominateur F(x, t), et si le produit de ce rapport par x s’évanouit 
généralement pour des valeurs infinies, réelles ou imaginaires de .r, 
on aura 

pA-D,F(.r,0 


et l'équation (4) donnera simplement 

(6 ) s=z O. 


r=0, 
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Supposons maintenant que la valeur de A, considérée comme fonc- 
tion de X et t, se déduise des équations (i) jointes à une équation de 
la forme 

(7) 5, ...), 

f{œ,y,z, étant une fonction de x, y, z, ... qui, réduite à une 
fonction des seules variables x^ par la substitution des valeurs de j, 
Z, . . . , reste continue, du moins pour tes valeurs de t comprises entre 
les limites des intégrations. Nommons 

H, TQ, ç, • • • 

les valeurs particulières qu’acquièrent, pour / — -r, la variable x con- 
sidérée comme racine de l’équation (2), et les variables j, z 

exprimées en fonctions toujours continues de x et de i. Enfin soient 

IQl» î ^î» ^2» ^3» Çsî • • • 

les diverses valeurs de 

5 , Y), ç, 

correspondantes aux diverses racines de l’équation (2); et supposons 
que, parmi les équations (f), la dernière, savoir 

(8) rrrzO, 

renferme seule la variable t. On pourra déterminer A,, en substituant 
dans le second membre de la formule (7) les valeurs de y, 5, .... 
tirées des équations 

(9) r— O, Z— O, 

et assujetties à vérifier, pour / = t, les formules 

(10) -~ç,, — 

On obtiendra ainsi une valeur de exprimée en fonction de la seule 
variable x^. On pourra, de la même manière, exprimer kn en fonction 
de la seule variable a?2, A;, en fonction de la seule variable x^, et, par 

OEuvres de C, — S. I, t. X. l3 
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suite, substituer à l’équation ( 3 ) une autre équation de la forme 

f A', du'i -Vf Aj da:^ -Vf A3 dû^s -h . . . , 

ç. A 

les fonctions A3, . . . étant toutes devenues indépendantes de la 

variable /. Toutefois cette substitution de la formule (ii) à la for- 
mule ( 3 ) ne peut ordinairement s’effectuer que sous certaines con- 
ditions, et pour des valeurs de t suffisamment rapprochées de t, ou, 
ce qui revient au même, pour des valeurs numériques suffisamment 
petites de la différence / — -r, par conséquent pour des valeurs des 
différences 

•3?i ^1, ^2, ^3, •••, 

suffisamment rapprochées de zéro. Admettons, pour fixer les idées, 
que la variable l soit réelle. Alors, si les diverses fonctions de /, repré- 
sentées par les diverses racines 

. . , 

de l’équation (2), restent réelles elles-mêmes, du moins pour les 
valeurs de la variable t comprises entre les limites des intégrations 
relatives a cette variable, la condition à remplir sera que, dans cet 
intervalle, chacune des racines a?,, 0^2, x^y ... variant avec i d’une 
manière continue et par degrés insensibles, soit toujours croissante 
ou toujours décroissante pour des valeurs croissantes de /. Ajoutons 
que, si une ou plusieurs racines de l’équation (2) deviennent ima- 
ginaires entre les limites de l’intégration relative h ly la condition 
énoncée devra être séparément vérifiée pour les deux quantités 
variables qui, dans chaque racine imaginaire, représenteront la 
partie réelle et le coefficient de \/— i . 

Lorsque les deux limites de l’intégration relative à t sont assez rap- 
prochées l’une de l’autre pour que les racines réelles ou imaginaires 
de l’équation (2) satisfassent toutes aux conditions que nous venons 
d’indiquer, on peut substituer la formule (ii) à la formule ( 3 ). Si 
d’ailleurs la condition ( 5 ) se vérifie à son tour, l’équation (6), jointe 
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à la formule (i i), donnera 

' A*i dxy^ -h / A*J dxii -f- O, 

Ç. 

ît, en différentiant l’équation ( 12 ), on obtiendra l’équation différen- 
tielle 

(l3) J + ATj cfj?, + . . . =r O. 

Si l’équation ( 2 ), résolue par rapport à a?, offrait quelques racines 
qui fussent indépendantes de la variable alors, comme je l’ai 
remarqué dans la précédente séance, les intégrales correspondantes 
à ces racines disparaîtraient d’elles- mêmes dans la somme repré- 
sentée par par conséquent dans les formules (3), (ii), ( 12 ) 
et (i3). On pourra donc toujours se borner a prendre pour 

dans les formules ( 12 ) et (i3), celles des racines de l’équation carac- 
téristique qui dépendront de la variable t. 

Lorsque Y, Z, T sont des fonctions entières des variables uc, 
y, le premier membre F(as, t) de l’équation caractéristique est 

lui-même une fonction entière des variables x, t, et cette équation, 
résolue par rapport à x, offre un nombre fini de racines. Si l’on 
nomme N ce nombre, ou plutôt le nombre de celles qui dépendent 
de la variable l, l’équation (i3), dont le premier membre renfermera 
seulement .V termes, sera de la forme 

( 1 ^ k\ dx^ -f- A'j dx^ -f- . . . -f- kj\( dx pf o. 

Considérons en particulier le cas où les variables x, y, . . . , t se 
réduisent à trois, et les formules (i) aux deux équations 

(i5) y—Ut-v-V, 

F, X étant trois fonctions entières de a?, les deux premières du 
degré m, la troisième du degré mn. Alors l’équation caractéristique, 
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réduite à la forme 

(16) {Ut+VY-'X-=.o, 

sera elle-même du degré mn par rapport à x; on sorte qu’on aura 
généralement 

(17) N ^ nm. 

Toutefois, si Ton suppose 

(18) 

frétant une fonction entière de x du degré (/^ — i)m, l’équation (16) 
SC décomposera en deux autres 

(19) U — O , 

( 20) 4- n 4- ... 4- w F"-* / 4- IK =r O, 

dont une seule, savoir la seconde, renfermera /; et comme l’équa- 
tion (20) sera du degré (n — i)/w par rapport h x, il est clair que, 
dans la supposition dont il s’agit, on aura seulement 

(21) TV-- (/I — i)m. 

Soit d’ailleurs 0 une racine de l’unité choisie de manière que, 
X étant une racine de l’équation (20), on ait pour t = t, 

1 

(22) Vt+V—BA’'', 
et nommons 

Af, Ajf, ■ 

■®i> •••* ^jr 

les diverses valeurs de X et de 0 correspondantes aux diverses racines 

• • • f 

de l’équation (20). Enfin désignons par l un nombre entier inférieur 
à n, et par vsix') une fonction entière de a?, d’un degré inférieur à 
ml — i. On tirera de la formule (i4)» ainsi que nous l’avons déjà 
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remarqué dans la précédente séance, 

-- -i 

( 23) " o(x, ) dxy 4- " ro(Æ,) rfr, + . . . + ”b!{xa) dxjy- o. 

Si dans cette dernière équation l’on remplace successivement aÇx) 
par les divers termes de la suite 

t, X* X'"'-', 

on obtiendra ml ~ i équations différentielles entre les iV variables 

•^1» *^2» .... Æ’JV' y 

et par conséquent le nombre de ces équations différentielles sera éj^al 
au nombre des variables, diminué de l’unité, quand on aura 

ml — I — JV — i, ml — N = (n — i ) «i, 

ou, ce qui revient au même, 

(34) l:^.n-l. 


Alors, en effet, la formule (23) fournira entre les N variables a:,, 
ÆTj, Xjv les I équations différentielles 


(25) 


^1 -"I i dx\ 4- J dx^ 4" . . . 4- 9jyX^ dx O, 

•i-i 1-1 i_i 

OiX'l xidxi-+- Oi X« X, f/x, 4- . . . 4- 9„ Xj^ dx„ =: o, 


9iX'^ x^ 4- Oj.! j' x^ ^dx 2 + . . .+ Ojf Xfi x^ ^dx^— o. 


la valeur de A étant toujours N — i)m. 

D’autre part, si, dans l’équation ( 20 ), on substitue successivement 
à X les diverses variables 


•^1» •^2» • • • > 


qui représentent les diverses racines de celte même équation, on ob- 
tiendra A équations algébriques, qui pourront être réduites, par l’éli- 
mination de i, à A — I autres équations, pareillement algébriques, et 
propres à représenter A — i intégrales des A — i équations differen- 
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tiellcs comprises dans le Tableau (sS). Il y a plus : les intégrales dont 
il s’agit pourront être aisément déduites de la formule (22) qui sub- 
siste, aussi bien que l’équation (20), non seulement pour / = t, mais 
encore pour toute valeur de la différence / — t qui ne dépasse pas les 
limites entre lesquelles subsistent les intégrales elles-mêmes. En effet, 
réquation (22), linéaire par rapport à peut être présentée sous la 


forme 

(26) 



l'I si l’on nomme 


Uu U,, Ur,, Vu V, 


les valeurs de U et de F correspondantes aux valeurs ..., a^^^dc 

la variable a?, on tirera de la formule (26) 


0. - F, _ Oai - F, 0^ xi - 

■ ■■■ '^2 LJn 


Or, les équations (20) étant données avec la fonction X, les N— i équa- 
tions algébriques que comprend la formule (27) représenteront en 
réalité N— i intégrales des équations ( 25 ), si les fonctions du degré ni, 
désignées par deux lettres U, F, sont choisies de manière à vérifier la 
formule (18), ou, ce qui revient au même, de manière que le poly- 
nôme U divise algébriquement la différence X — F", et que le quo- 
tient IF soit du degré m{n — i). D’ailleurs ces dernières conditions 
seront évidemment remplies si, après avoir choisi F arbitrairement, 
on prend pour U un des diviseurs algébriques, et du degré rn^ de la 
différence A" — F". D’autre part, ces diviseurs algébriques devant être 
censés connus dès que F lui-même est connu, nous devons conclure 
que, dans les iV— i intégrales représentées par la formule (27), le 
nombre des constantes arbitraires ne pourra surpasser le nombre des 
constantes renfermées dans la fonction F. A la vérité, les diviseurs 
algébriques, et du degré m, de X"— F ne sont complètement déter- 
minés que dans le cas où l’on donne une relation à laquelle doivent 
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satisfaire un ou plusieurs de leurs coclïîcients, dans le cas, par 

exemple, où l’on réduit le coollicient de a;” à l’unitc. Mais, pour 

passer de ce cas particulier au cas général où le coelficient do est 

une constante arbitraire s, il suffît de multiplier par cette constante 

« 

le diviseur algébrique que l’on considère, et il est clair que la for- 
mule (27) ne sera point altérée si l’on substitue à la fonction U le pro- 
duit S 17, par conséquent, aux termes de la suite 

i£/(, t/j, .... Un, 

les termes de la suite 

S£/,. QUn. 

On pourrai t, sans altérer les équations (25), remplacer la fonction X" 

J 1 

par la fonction X"X", ou, ce qui revient au meme, la fonction X par 
\X, X étant un facteur constant. Mais il est clair qu’en opérant ainsi 
on n’augmenterait pas la généralité des formules (27), ni le nombre 

des constantes arbitraires qu’elles renferment. Car, en substituant, 

1 1 ' 

dans les formules (27), X"X" à X", on produit le même effet que si 

1 

Ton y substituait à V l’expression X "F, propre à représenter, ainsi 
que F, une fonction entière de du degré m. 

En résumé, si, après avoir choisi V arbitrairement, on prend pour U 
un diviseur algébrique de A"" - F, les N — i intégrales comprises dans 
la formule (27) représenteront un système d’intégrales des équa- 
tions (25); mais le nombre des constantes arbitraires comprises dans 
ces intégrales ne pourra surpasser le nombre -h i des constantes 
comprises dans la fonction F. Donc, par suite, les intégrales trouvées 
ne pourront être générales que dans le cas où, le nombre m -h i étant 
égal ou supérieur au nombre N — i des équations différentielles, on 
aura 

m^jy — 2 , 

par conséquent, eu égard à la formule (21), 


(28) 


m(n — 2)< 2. 
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Ajoutons que les équations (aS) supposent A— i>o, ou, ce qui 
revient au même, 

(29) m(/i-~i)>t. 

Les conditions (28), (29) sont précisément celles que nous avons 
indiquées dans le précédent Mémoire, page 92. 

Ce n’est pas tout : si, en nommant X un facteur constant, on pose 

la formule (22) deviendra 

( 3 0) Ut^-\- 

et U ne pourra être un diviseur algébrique do -Y ~ F" sans être en 
même temps un diviseur algébrique de A" ~ F'". Cela posé, au lieu 
d’éliminer t entre les N — i équations déduites de la formule (22), on 
pourra évidemment éliminer /' entre les N — i équations déduites de 
la formule ( 3 o); et, apres avoir ainsi obtenu sous une forme nouvelle 
les N — I intégrales des équations (2.5), on prouvera encore que le 
nombre des constantes arbitraires comprises dans ces intégrales ne 
peut surpasser généralement le nombre des constantes comprises dans 
la fonction F'. Mais, d’autre part, on pourra disposer du facteur X de 
manière à faire disparaître dans F' le coefiieient de et alors le 
nombre des constantes que renfermera F' sera réduit a m. Donc les 
N—i équations algébriques comprises dans la formule (27) renfer- 
meront au plus m constantes arbitraires, et ne pourront être les inté- 
grales générales des équations ( 25 ) que dans le cas où l’on aura 

m ^ yV — I ; 

par conséquent, eu égard a la formule (21), 

( 3 1) /?^(/^ — 2)^1. 

On peut donc à la condition (28) substituer la condition ( 3 i), qui 
restreint encore plus le nombre des cas où les — i intégrales trou- 
vées peuvent représenter le système des intégrales générales des 
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équations ( 25 ). En eflfet, pour que les conditions (29) et ( 3 i) se véri- 
licnt, il faut nécessairement que l’on ait, ou 

(32) n ziz 2 , m ^ 2 


OU 

(33) /irr=3, m — \. 


Dans le premier cas, on tire de la formule (27) l’intégrale générale di* 
l’équation d’Euler, cette intégrale étant réduite h la forme que La- 
grange lui a donnée, et les intégrales du même genre que M. Riclielot 
a obtenues pour les équations différentielles qui, suivant la remarque 
de M. Jacobi, se trouvent intégrées en vertu des théorèmes d’Abel. 
Dans le second cas, les formules ( 25 ) se réduisent à la seule équa- 
tion 

_ 1 - 

(34) ôi't i -4- OsvT, ‘(/.fj-T 0 , 

0,, ôj étant des racines cubiques de l’unité, etX un polynôme en a; du 
troisième degré ou de la forme, 

( 35 ) A' -- A s- Bx'‘+ Cx + D. 


Alors aussi la formule (27) donnera 


(36) 




U, V étant deux polynômes du degré m = i, c’est-à-dire deux foiu- 
tions linéaires de x, dont la première devra diviser la différence 


A — P. 

D’ailleurs, d’après ce qui a été dit ci-dessus, on pourra, sans dimi- 
nuer la généralité de la formule ( 36 ), réduire le coefficient de x, dans 
la fonction U, à l’unité, et, dans la fonction V, à zéro, par conséquent, 
réduire V à une simple constante c, et à un binôme de la forme 

OEuvres de C. — S, I, l. X. 
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.T — a. Donc la formule (36) pourra être réduite à 

( 3 „ 

' ' ' jTi — a — a 

ot In formula (3y) sera une intégrale de l’équation (34) si, en attri- 
Iniant à la constante c une valeur arbitraire, on représente par a? — a 
un diviseur algébrique de la différence 

(Ml sorte que a désigne une racine de l’équation 




et soit lié à c par la formule 


( 38 ) A 4 - -h C a -h D~ 

Or il est clair que, sous ces conditions, la formule ( 37 ), dans la- 
(juelle la constante c restera entièrement arbitraire, ropnisentera, non 
pas une intégrale particulière, mais l’intégrale générale de l’équa- 
tion ( 34 ). 

Si la fonction X devenait constante, en se réduisant par exemple a 
l’unité, alors la différence X — c®, réduite à i — c\ ne pourrait plus 
acquérir un diviseur algébrique de la forme x -a sans s’évanouir; et, 
en effet, l’équation (38), réduite à 


fournirait, pour la constante e, une valeur .déterminée qui pourrait 
être l’unité. Mais, en vertu de la supposition c — i, la différence 
X — e*, réduite à zéro, acquerrait, pour diviseur algébrique, l’un 
quelconque des biiKimes de la forme a? — la constante a' restant 
arbitraire; et Uv formule ( 37 ) donnerait 


— a 


Knfin, comme, dans le cas dont il s’agit^ a:,, a ?2 représenteraient celles 
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(les racines de l’équation 

[(.r*--a)^-hi]*— i“0 

qui seraient distinctes de la racine «, il est clair que 0<, 0 ., seraient l(»s 
deux racines cubiques et imaginaires de Tunité. En conséquences 
l’équation (Sq), dans laquelle a resterait arbitraire, donnerait 

-f- CO nsi. 

Or cette dernière formule est effectivement l’intégrale générale tb^ 
l’équation (34), dans le cas où, la fonction .V se réduisant à l’unité, 
l’équation (34) elle-même se réduit à 

0 i 4 - (?2 ^^'^2 

L’équation (27) est irrationnelle, puisqu’elle renferme des puis- 
sances fractionnaires de la forme A'". Dans un autre article, je parl(‘rai 
des formes rationnelles sous lesquelles se présentent les intc^grales des 
équations (2.^), quand on les déduit, non plus de l’équation (22), 
mais de l’équation (20), et j’examinerai les relations que la for- 
mule (22) établit entre la valeur particulière t de /, les constantes 0,, 
0.J, ..., 0;v et les valeurs initiales $2, des variabb*s r,, 




335. 


Calccl lntkgual. — Mémoire sur la détenninalion complète des iririables 
oropres à vérifier un système d* équations différentielles. 


C. U., T. XXI II, p. 485 (7 scplcmbro i846)- 


Ce Mémoire est surtout relatif à l’usage remarquable que l’on peut 
faire de la formule d’interpolation de Lagrange pour intégrer certains 
systèmes d’équations différentielles, et a ce qu’on pourrait appeler les 
sinus et cosinus des divers ordres, c’est-à-dire aux fonctions inverses 
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flos intégrales binômes. L’auteur établit, entre autres choses, la pro- 
position suivante : 

Soit 

(') = o 

une équation entre deux variables x.y. Soient, de plus, 

•••> ^m(^) 

(les valeurs de y en x, distinctes ou non distinctes, tirées de cette 
('quation, et 

'■Oj» • • • V ‘fïm 

CO qu’elles deviennent quand dn attribue à la variable a' les valeurs 
])articulières 

iu .... In- 

Soit encore eune fonction entière de x du degré m-i, et déterminée 
à l’aide de la formule d’interpolation de Lagrange, de telle sorle 
qu’elle acquière les valeurs particulières 


“a 1. ‘Oî» ...» ‘Om. 

pour l(^s valeurs particuli(;res 

Çl, Çl, • • ■ , 

(l(î la variable x. Enfin, posons 

(3) F(a;, <) — /(^, M< + f), 

t étant une nouvelle variable; et nommons 

//l, Mj, • • «f Cj, t'2» • • •» 

c(' que deviennent ii et v quand on y remplace successivement x par 
m variables distinctes 


.^ 1 . . . • > 
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Si l’on ne diminue pas le nombre des racines de l’équation 

(4) F{x,l) = o, 

résolue par rapport à a?, en y posant l ~ o, et si d'ailleurs, en nom- 
mant f(x,j) une nouvelle fonction de jp, y, on a 

(5) l -O, 

il suffira de déterminer les variables à l’aide de la lor- 

mule 

^ ^ ^^1 “ fh 

pour qu’elles aient la double propriété de vérifier l’équation dilFéreri- 
tielle 

(y) l*f (‘^J )j )] O 

et d’acquérir simultanément les valeurs particulières correspondantes 

et par suite, si l’on peut satisfaire à la condition (5) par m — i va- 
leurs essentiellement distinctes de la fonction les m -- i équa- 

tions différentielles correspondantes, comprises dans la formule ( 7 ), 
auront pour intégrales générales le système des m ~~i équations finies 
comprises dans la formule ( 6 ). Ce théorème subsiste dans le (îas 
mémo où les fonctions de x désignées par 

Oi(x), Of(x)f 

ne seraient pas distinctes les unes des autres, et représenteraient une 
seule des racines de l’équation (i). 
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Analyse mathématique. — Rapport sur un Mémoire qui a été présenté à 
V Académie par M, Félix Ghio, et qui a pour titre : Recherches sur la 
série de Lagrange. 

C. R., T. XXIfl, p. 490 (7 soplombro 1846). 

I/Acadérnio nous a chargés, M. Binet et moi, de lui rendre compte 
d'un Mémoire de M. Félix Chio, professeur de Mathématiques à TAca* 
démie militaire à Turin. Ce Mémoire, qui a pour titre : Recherches sur 
la série de Lagrange, est divisé en quatre paragraphes. 

Dans le premier paragraphe, Fauteur, après avoir rappelé le théo- 
rème général donné par Fun de nous sur la convergence du dévelop- 
pement d’une fonction en série ordonnée suivant les puissances ascen- 
dantes de la variable, applique ce théorème à la série de Lagrange, ol 
parvient ainsi, pour cette série, ii une règle de convergence qui coïn- 
cide avec la règle énoncée dans le Tome I des Exercices d* Analyse et de 
physique mathématique [pag(‘s 279 et 280 (*)|. En eflTet, Féquation 

a — æ l f(x) m O, 

dont une racine x ac développe par la série de Lagrange suivant les 
puissances ascendantes de t, se réduit à la forme 

lorsqu’on pose x ~ u ~ y, et, par conséquent, la régie donnée dans 
les Exercices pour la convergence de la série; qu’on obtient en dévelop- 
pant, suivant les puissances ascendantes de l, la valeur de y tirée de 
la seconde équation, s’applique aussi au développement de x, qui ne 
diffère du développement de jque par l’addition de la constante ii. 

La règle de convergence de la série de Lagrange étant établie, l’au- 
teur du Mémoire a discuté les divers résultats que cette règle peut 


( ‘) OEuvres de Cauchy, S. U, T. XI. 
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fournir, eu égard aux diverses valeurs qu’on peut attribuer au para- 
mètre U. Cette discussion est lumineuse. Pour une valeur donnée do t, 
par exemple pour t — i, les diverses valeurs de x développables en 
séries convergentes par la formule de Lagrange correspondent, comme 
M. Ghio le fait voir, à divers systèmes de valeurs de n comprises 
entre certaines limites, et chacun de ces systèmes renferme une ou 
plusieurs racines do l’équation 

/(n)=o. 

Nommons u l’une de ces racines, prise parmi celles que renferme le 
système auquel appartient la valeur donnée de n, et supposons celte 
valeur très rapprochée de u, en sorte que la différence 

If — 'J (O 

soit très petite. Si le paramètre u se réduit précisément à la racine o, 
la condition de convergence de la série de Lagrange sera que le mo- 
dule de la fonction dérivée /'('j) devienne inférieur à l’unité. Si, an 
contraire, u diffère de u, et w de zéro, la condition de convergence 
sera que le module de /'(e) soit inférieur à l’unité, e étant une racine 
<lc l’équation auxiliaire 

((> — «)/'(»')— /(e)-- O. 

Or IVI. Chio observe que, dans le cas où l’on a n = u, l’équation auxi- 
liaire, réduite à 

-/(e)= e 

et résolue par rapport à e, offre une racine double ou multiple, savoir : 
une racine double, si /"(u) dilfere de zéro; une racine triple, si,/"(u) 
étant nul, /"(u) dilTere de zéro; une racine quadruple, si,/"(u) et 
/'"(u) étant nuis, diffère de zéro, et ainsi de suite; puis il 

montre que, pour de très petites valeurs do o), e sera développable*, 

i 

dans io premier cas, suivant les puissances ascendantes de dans 
le second cas, suivant les puissances ascendantes de w'; dans le ti’oi- 



112 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

i 

sième cas, suivant les puissances ascendantes de etc. Il montre, 
de plus, que si l’on a 

r(v)=o, 

la valeur de e, correspondante à de très petites valeurs de w, sera déve- 
loppable par la formule de Lagrange suivant les puissances ascen- 
dantes et entières de w. 

Le second et le troisième paragraphe du Mémoire de M. Chio se 
rapportent spécialement au cas où, les paramètres u, t étant réels, la 
fonction /(») est réelle elle-même, et l’auteur s’est appliqué à décou- 
vrir quel est alors le caractère spécial de la racine fournie par la série 
(le Lagrange. Dans la Note XI de la Résolution des équations numériques, 
Lagrange avait affirmé que la valeur de x, dont sa série offre le déve- 
loppement, est numériquement la plus petite des racines de l’équa- 
tion 

U — X +f(x) -- O. 

M. Chio fait voir que cette proposition est souvent en défaut, et la 
remplace par une proposition nouvelle et digne de remarque. Il par- 
tage les racines réelles de l’équation donnée en deux classes, formées, 
l’une avec les racines supérieures, l’autre avec les racines inférieures 
au paramètre u, et prouve que la racine représentée par la série de 
Lagrange est toujours, parmi celles qui font partie de la même classe, 
la plus voisine de ce paramètre. Il vérifie ensuite cette proposition 
nouvelle sur des exemples dans lesquels on serait conduit, par 
l’énoncé de Lagrange, à des résultats inexacts. 

L’autorité de Lagrange est d’un tel poids en Analyse, qu’on ne sau- 
rait prendre trop de précautions pour se garantir de toute erreur, 
avant d’adopter une opinion contraire à celle dç l’illustre géomètre. 
On doit donc louer M. Félix Chio du soin avec lequel il a, dans son 
Mémoire, approfondi le sujet que nous venons de mentionner. Pour 
le même motif, il nous a semblé qu’il ne serait pas sans intérêt do 
rendre manifeste l’erreur que M. Chio a signalée, dans un cas telle- 
ment simple, que, pour la reconnaître, il ne fût point nécessaire de 
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calculer numériquement les divers termes de la série obtenue, ni 
même d’effectuer le développement en série. Or on peut aisément y 
parvenir, comme on le verra dans um» Note jointe à ce Rapport, en 
réduisant la fonction f{x) à un trinôme du second degré. 

M. Félix Ghio ne s’est pas borné à démontrer l’inexactitude de la 
proposition énoncée par Lagrange, et à indiquer le théorème qui doit 
lui être substitué. Il a encore, dans le troisième paragraphe de son 
Mémoire, recherché et expliqué les circonstances particulières qui 
rcndcMit insulFisante la démonstration que I.agrange a donnée à l’appui 
de cette proposition. 

M. (Hiio a de plus, dans les deux dcrni(‘rs paragraphes de son 
Mémoire, établi divers théorèmes qui peuvent être utiles ([iiand on 
se propose d’appliquer la série de Lagrange à la résolution numé- 
rique d(*s équations. On sait, au reste, que ce dernier suj(*t a déjà 
été traité par l’un de nous sous un point de vue général, dans les 
Comptes rendus de l’année 1837, et que, sans connaitias a priori, la 
valeur approchée d’aucune racine, on peut, à l’aide de développe- 
ments en séries, débarrasser une équation de degré quelconque (l(‘s 
racines imaginaires qu’elle peut avoir, puis (uisuile développer immé- 
diatement en séries convergentes chacune des racines réelhîs. 

Ce que nous avons dit sufllt pour montrer tout l’intérêt qui s’attache 
aux recherches de Jl. Félix Chio sur la série de Lagrange. La saga(*ilé 
dont l’auteur a fait preuve en traitant avec succès des questions impor- 
tantes et délicates mérite d’être remarquée. Nous pensons que son 
Mémoire est très digne d’être approuvé par l’Académie H inséré dans 
le Reçue il des Scmi/its étrangers. 


OEuvresdtC. -- S. I, l. X. 
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Note de M. Caiioîiy, rappoiitelk. 

Sur les caractères à V aide desquels on peut distinguer, entre les diverses 
racines d'une équation algébrique ou transcendante, celle qui se déve- 
loppe en série convergente par le théorème de f ai g range. 

C. H., T. XXIII, p. 4y3 (7 septembre 184 O). 


D’après la proposition ènoncéo dans la Note XI de» la Uésoliition des 
équations numériques, la série qu'on obtient vn développant, suivant 
les puissances ascendantes de t, la valeur de x fournie par l’équation 

( 1 ) //— -O, 

serait toujours, pour des valeurs réelles des paramètres u et /, celle 
des racines qui est numériquement la plus petite. Pour (constater 
l’inexactitudt» d(î cette proposition, il sullit do poser, dans réqua- 
tion (r), 

( fî ) f{x):rz .r- -f- ax -h b, 

a et h étant réels. Alors on trouvera 


(;i) 


I -- at '±:^ i — ( a -f- M ) ^ -h ( a- l\ b j 


'?.t 


Si, pour plus de commodité, on fait disparaître, sous le radical, 
carré de t, en prenant 

la formule trouvée deviendra 


(4) 


\ - atzhsj \ — 9.{a 


9. l 


Or, si U est assez rapproclié de — ^ a, ou t de zéro, pour que la valeur 
numérique du produit 

( « -+- -î w ) ^ 
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rosie inférieure k le radical compris dans la formule (4) sera déve- 
loppable en une série convergente ordonnée suivant les puissances 
entières et ascendantes de /, le premier terme de la série étant ruiiité. 
Donc alors la valeur de x, fournie par la série de Lagrange, qui ne 
contient que des puissances entières et positives de coïncidera 
nécessairement avec la valeur de x que l’on tire de Téquation (4)* 
en réduisant le double signe au signe Mais c(‘tte dernière valeur 
de œ, comparée k celle qu’on obtiendrait en réduisant le double signe 
au signe -f-, sera évidemment, ou la plus rapprochée, ou la plus éloi- 
gnée do zéro, suivant que la ditTérence i - ai sera positive ou néga- 
tive*, Donc la racine fournie par la série de Lagrange^ ne sera pas tou- 
jours la plus p(*titc numériquement, c’est-k-dire la plus voisine de 
zéro, et la proposition énoncée dans la Résolution des équations numé- 
riques est inexacte. 

On arrive encore k la même conclusion, en observant que l(*s deux 
équations 

./• )* - - U - / 7ît( r — U ) 

offrent des racines correspondantes liées entre elles par la formule 

X -h // r, 

et quis si une racine a de l’équation 

( 5 ) 

est développable en série convergente ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de /, on pourra en dire autant de la racine corn'spon- 
dante a 4 - u de l’équation 

(0) r - U — tnyiy • - ti). 

Or, soient 

a, 6, y, ... 

les diverses racines réelles de l’équation (/î). Si l’énoncé de Lagrange 
était exact, non seulement a serait le plus petit terme de la suite 


a, O, y, ..., 



116 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


c’est-ii-djre lo plus rapproché de zéro, mais en même temps a 4- // 
serait le plus petit terme de la suite 

a 4- U y 6 4- w, y 4- w, . . . , 

e/est-à-dire le plus rapproche de zéro, quelle que (ut d’ailleurs la 
valeur attrihuée à u. Mais évidemment cette conséquence nécessaire 
de la proposition énoncée ne saurait être admise, puisqu’on peut dis- 
poser de a de maniiîre îi rapprocher indéfiniment de zéro ou même a 
(aire évanouir l’iin quelconque des termes de la seconde suite, choisi 
arbitrairement. 

Disons maintenant quelques mots du véritable caractère qui dis- 
tingue, entre les racines de l’équation (i), celle qui se développe en 
série convergente par le théorème de Lagrange, et montrons comment 
ce caractère pourrait se déduire des principes énoncés dans les divers 
Mémoires oii je me suis occupé de la résolution des équations algé- 
briques ou transcendantes ('). 

Soient 

deux variables réelles, considérées comme propres à représenter dans 
un plan deux coordonnées rectangulaires, et z une variable imaginaire 
liée il æyf par la formule 

J. 

A chaque valeur de correspondra un système déterminé de valeurs 
d(' O?, r, par conséquent un point déterminé du plan des .r, y. Soient 
d’ailleurs cj(^), 11(5) deux fonctions continues de 3, et supposons la 
valeur de s déterminée par l’équation 

(7) !!(;;) 4- ^cj(c) — ô, 

{^)‘Füir en particulier lo Mémoire do novembre i83i (^*), sur les rapports qui 
existent entre lo calcul dos résidus et le calcul des limites, lithographie à Turin, et 
réimprimé par la Société italienne, et les Comptes rendus des séances de l’Académie 
do l’année 1837. 


(«l ()Ein>res de Cant/ty, S. 11, T. XV 
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dans laquelle entre i»n paramètre variable t. Enfin supposons que, 
T étant le module du paramètre t, on construise le système de courbes 
représentées par la formule 

(8) T=:mod."-Jil 

Conformément aux observations faites dans les Comptes rendus de 1837, 
ces courbes seront fermées et de deux espèces, les unes s'étendant de 
plus en plus, et les autres se rétrécissant de plus en plus, pour des 
valeurs croissantes du module T. Quand T sera nul, l’équation (7), 
réduite à 

(9) n(l) -:= 0 , 
olfrira un certain nombre m de racines 

a y a\ , 

auxquelles correspondront divers points 

A, A', A" 

situés dans le plan des x,y‘, et alors ch.'icune des courbes de première 
espèce sera réduite à l’un de ces points. Quand T sera très petit, les 

courbes de première espèce, dont le nombre sera encore éf^al à m 

et dont.chacune renfermera dans son intérieur nn seul des points 

A, A', A\ ..., 

auront des dimensions très petites. Concevons, pour fixer les idées, 
que a, a', a", ... soient des racines simples de l'équation (9); alors 
m racines 

a, a', a", . . . 

de l’équation (7) seront développables en séries convergentes ordon- 
nées suivant les puissances ascendantes de t, et correspondront à 
m points divers 

P, P', P" 

respectivement situés sur ces diverses courbes. Ajoutons que T, venant 
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à croUre, l’une quelconque de ces racines, la racine a par exemple, 
restera développable en série eonvergente, ordonnée suivant les puis- 
sances entières et ascendantes de t, tant que la courbe de première 
t^spèce, qui correspond à cette racine, n’aura pas de points communs 
avec une ou plusieurs autres courbes de première ou de seconde 
espèce, ou, ce qui revient au même, tant que le module T n’atteindra 
pas une valeur pour laquelle l’équation (7) puisse acquérir des racines 
égah^s, par conséquent une valeur qui permette de satisfaire simulta- 
nément à l’équation (7) et à la suivante : 

(10) TI'( C) -4- / Gt'(c) O. 

Ainsi le développement do h racine a suivant les puissances ascen- 
dantes de f restera convergent pour des valeurs croissantes du mo- 
dule T de /, jusqu’au moment où cette raedne, qui vérifie la formule 

(n) ll(a) H' /ro(a) O, 


et se réduit à a pour t ^ o, vérifiera, en outre, du moins pour une 
valeur eonvenableiiK'nt choisie de rargument de /, la condition 

(12) !['( a) - 4 - ^ a) : - O. 

D’autre part, cofliune on tirera de la formule (n ) 


(i:^) 


D< a “ 


5_(a) 

il' (oc) -e txs' 


il est clair que, au moment dont il s’agit, on aura, pour une valeur 
convenable de rargument de /, 

O 


On doit seulement exclure le cas où l’on aurail 


mf a) O, 

c’est-à-dire le cas où a, étant une racine connue des deux équations 

( 1 4 ) n ( w ) O, 


13(5) O, 
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deviendrait indépendant de /. Donc, si Ton excepte ce cas, dont nous 
pouvons ftiire abstraction, la dérivée de la série qui représentera b‘ 
développement de la racine a suivant les puissances ascendantes de t 
acquerra une somme infinie, du moins pour une valeur convenable- 
ment choisie de l’argument de /, à l’instant où la valeur croissante du 
module T atteindra la limite pour laquelle se vérifient les fbrmiiles( t r ) 
et (12). Nommons c? cette limite. Non seulement la série qui nqiré- 
sente le développement do a sera convergcrile, avec sa dérivées tant 
que Ton aura 

T < G, 

mais, comme la série dérivée deviendra certainement divergimte, au 
moins pour une valeur convenable de l’argument/, quand on suppo- 
sera 

T^cs 

on peut affirmer que, dans cette supposition, le modub* <*ommun des 
deux séries sera l’unité. Donc les deux séri(*s auront |)our module le 

rapport et deviendront divergentes quand ce rapport surpassfu’a 
l’unité, c’est-à-dire quand on aura 

T > ( 5 . 

Jusqu’ici nous avons supposé que les constant(*s 

a, a', a\ . . . 

étaient toutes des racines simples de l’équation (q). Mais, pour que 
les conclusions auxquelles nous sommes parvenus subsistent, il sulïit 
évidemment que a soit une racine simple de l’équation ( <)). Cela posé, 
on pourra évidemment énoncer les propositions suivantes : 

Thkoiu:me I. — y èlant deux variables réelles, nommons 

11(5), nj(5) 

deux fonctions continues de la variable imaginaire 

z~x-^ry V . 



120 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

Supposons d'ailleurs (pie a soit une racine simple de l’ équation 

n(5)rzo, 

sans être en même temps racine de l’équation 

'V3(Z) — O. 

Knfin soit t un paramètre variable. Pour de très petites valeurs de ce para- 
mètre, l’équation 

II ( S ) —1— ^ tïT ( 5 ) O 

offrira une racine simple a développable suivant les puissances entières et 
ascendantes de t en une série convergente dont a sera le premier terme, et 
le module de cette série sera le plus petit des modules de t, pour lest/uels on 
aura simultanément 

II(a) --h tm{oL) O, n'(a) 4- — o, 

Tükoukmk i l - Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I , 
considérons les variables x, y comme propres à représenler les coordon- 
nées rectangulaires d*un point mobile. A chatiue valeur de z correspondra 
une position déterminée de ce point, et, par suite, aux diverses racines a, 
a', a", de réquation 

U{Z) O 

correspondront divers points 

A, A', A", 


situés dans le plan des x, y. Si, d'ailleurs, en nommant T le module du 
paramèlre t, on construit le système des courbes représentées par l équa- 
tion 


T mofl. 


Il(.r y V-- ï") 
■+'7 * ) 


ces courbes seront de deux espèces, les unes s'étendant de plus en plus, et 
les autres se rétrécissant de plus en plus pour des valeurs croissantes du 
module de T. Alors aussi ces diverses courbes renfermeront les divers 
points correspondants aux diverses racines de l'équation 


II ( Æ ^ cy (.5 ) O, 
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les courbes étant de première espèce, pour de très petites valeurs de t, 
quand elles correspondront à des racines développables en séries ordon- 
nées suivant les puissances entières et ascendantes de t. Enfin, tant que 
Véquation 

11(3) -4- tm{z) — O 


offrira une racine a ainsi développable en une série convergente dont a 
sera le premier terme, le point P correspondant à la racine a restera situé 
sur une courbe de première espèce qui, dans son intérieur, renfermera un 
seul des points A, A', A", . . . , savoir le point A correspondant à la racine a 
de Véquation II(s)=:=o; et le caractère particulier, le caractère dis- 
tinctif de da racine a, sera précisément de correspondre à V un des 
points situés sur cette courbe, tandis que les autres racines a', a", ... 
correspondront toutes à des points P', P", ... extérieurs à la courbe 
dont il s agit. 

Supposons maintenant que la racine a soit réelle, et que les t’one- 
tions 11 ( 5 ), ct(s) soient réelles clles-mcmes. Alors la racine a rest(M‘a 
réelle, tant qu’elle restera développable en une série ordonnée suivani 
les puissances entières et ascendantes de /. Supposons encore ((iie, 
cette condition étant remplie, on nomme 

a, 6, y, ... 


les racines réelles de l’équation 


et 


Il(>5) •+■ — O, 

P, Q, R, . 


les points correspondants à ces memes racines. Les points P, Q, li, . . . 
et le point A, correspondants a la racine a, seront tous situés sur l’axt* 
des x \ et les points Q, R, . . . seront tous extérieurs à la courbe de pre- 
mière espèce qui passera par le point P, en renfermant le point A dans 
son intérieur. Donc ceux des points Q, R, ... qui seront situés, par 
rapport au point A, du même côté que le point P, seront plus éloignés 
de A; et par suite, si Von partage les racines 


OMnvres C7. — « S. 1, l. X. 
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en deux classes, formées, l'une avec les racines supérieures, l’autre avec 
les racines inférieures à la constante a, la racine a sera toujours, entre 
celles qui appartiendront à la même classe quelle, la plus voisine de a. 

Observons encore que les propositions ici énoncées s’étendent au 
cas même où les fonctions 11 ( 5 ), 15(5), et, par suite, la fonction 
11(5) 4- /n(5), seraient continues, non pour des valeurs quelconques 
de s, mais seulement entre certaines limites marquées par un certain 
contour tracé dans le plan des x, y, pourvu que ce contour fût con- 
stamment extérieur à la courbe de première espèce qui renfermerait 
le point correspondant à la racine a. 

Si maintenant on suppose la fonction n(s) réduite à un binôme de 
la forme a — s, le développement de la racine a sera précisément 
celui que donne la formule de Lagrange, et la dernière des proposi- 
tions que nous venons d’énoncer coïncidera évidemment avec le théo- 
rème de M. Chio. 

Alors aussi, en vertu des principes ci-dessus établis, celle des 
racines de l’équation 

a — z-\- t Ts(z) ~ O 

(|ui s’évanouira, pour une valeur nulle de t, restera développable en 
série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes do i, 
pour tout module de t inférieur au plus petit de ceux qui permettront 
de vérifier simultanément cette équation et la suivante : 

I — <ro'(3) — O. 

On se trouvera ainsi ramené à la condition de convergence qui se 
trouve énoncée dans le Mémoire de M. Chio, et qui, comme nous 
l’avons dit dans le Rapport, coïncide avec la condition exprimée ii 
la page 279 (') du Tome.I des Exercices d’ Analyse. Il est vrai que, 
dans les Exercices, j’ai donné cette condition comme suffisante, sans 
ajouter qu’elle était nécessaire. Mais, de l’observation faite au bas de 
la page citée, savoir que I)(5 devient infinie quand i — tvsfz) s’éva- 


( ‘ ) (JE livres de Caiiclif, S. II, T. \I. 
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nouit, il résulte, suivant le principe établi dans d’autres Mémoires 
(voir les Comptes rendus de i844)* la série de Lagrange devient 
effectivement divergente dès que la condition énoncée cesse d’étre 
remplie. 

Je remarquerai en finissant que, si le module de T vient à croître, 
les courbes de première espèce se réuniront successivement les unes 
aux autres, et que leur nombre diminuera sans cesse jusqu’à ce 
qu’elles se réduisent à une seule. Alors aussi, après chaque réunion 
de deux ou de plusieurs courbes de même espèce en une seule, on 
pourra toujours développer en série convergente la somme des 
diverses racines qui correspondaient h divers points situés sur les 
courbes réunies, oxi même la somme de fonctions semblables et con- 
tinues de ces racines. Ajoutons que chacune des séries ainsi formées 
aura toujours pour module, comme il serait facile de le prouver, le 
rapport 

-c > 

(f> 

G étant un module do / pour lequel l’équation (7) puisse acquérir des 
racines égales, par conséquent un module qui permette de satisfaire 
simultanément à l’équation (7) et à l’équation (10), 


338. 

Tiikorif. des nomrres. — Happorl sur une Note de M. d’Adiikjiaii. 

C. "R. T., XXin, |>. 5 oi (7 snplcmbre 1846). 

Parmi les propriétés des nombres qui se déduisent des formules 
relatives à la sommation dos puissances, quelques-unes fournissent 
des théorèmes qui ont mérité d’être remarqués on raison’ de leur élé- 
gance et de leur simplicité. Ainsi, par exemple, on a reconnu que, en 
sommant la suite des nombres impairs, on obtient pour somme le 
carré du nombre des termes. On a reconnu, de plus, que, en som- 
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inant la suite des cubes des nombres naturels, on obtient pour somme 
le carré du nombre triangulaire correspondant au nombre des termes 
de cette dernière suite. Or, de ces propositions réunies, il résulte évi- 
demment qu’un cube quelconque est non seulement la différence entre 
les carrés de deux nombres triangulaires consécutifs, mais encore la 
somme de plusieurs nombres impairs consécutifs, dont le premier 
surpasse de l’unité le double d’un nombre triangulaire. Celte dernière 
proposition coïncide au fond avec celle qu’énonce l’auteur de la Note 
soumise à notre examen, et quoiqu’elle puisse, comme on le voit, se 
déduire de principes déjà connus, toutefois, comme elle est assez 
curieuse et très simple, nous proposerons à l’Académie de remercier 
M. le comte d’Adhémar de l’envoi de la Note dont il s’agit. 


339. 


Ilxi.c.ui, i.NTKf.RAi.. — Mémoire sur la détermination complète des variables 
propres à vérijîer un système d’équations différentielles. 


C. U., T. X.XIII, p. 5>.(j (i4 septembre 184 G). 


Pour que l’on puisse déterminer complètement les variables propres 
à vérifier un système d’équations différentielles, il ne suffit pas de con- 
naître les intégrales générales de ce système : il est encore nécessaire 
que les constantes arbitraires comprises dans ces intégrales répondent 
aux données du problème que l’on veut résoudre. Le plus ordinaire- 
ment, l’on connaît a priori les valeurs initiales des variables, c’est- 
à-dire un système de valeurs qu’elles peuvent acquérir simultané- 
ment, et il s’agit alors de passer de ce système de valeurs à un autre. 
Il importe donc de faire en sorte que les constantes arbitraires intro- 
duites dans les intégrales d’un système d’équations différentielles 
soient précisément les valeurs initiales des diverses variables. On 
peut aisément y parvenir quand, les variables étant séparées dans 
les équations différentielles, on intègre isolément chaque terme, ou 
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bien encore quand on considère des équations différentielles qui se 
ramènent, par un moyen quelconque, à d’autres équations dans les- 
quelles les variables sont séparées. J’ai cherché une méthode à l’aide 
de laquello on pût résoudre généralement ta même question pour les 
intégrales algébriques des équations différentielles du genre de celles 
dont je me suis occupé dans les séances précédentes, et j’ai reconnu 
qu’un emploi convenable de la formule d’interpolation de L.tgrange 
permettait d’atteindre ce but. J’ai obtenu, de cette manière, divers 
résultats qui me paraissent mériter l’attention des géomètres, et qui 
seront développés dans mes Exercices d’ Analyse. Je me bornerai, pour 
l’instant, à en donner une idée en peu de mots. 

Considérons, en particulier, les équations différentielles qui, ren- 
fermant dos radicaux, peuvent s’intégrer algébriquement. Si l’on se 
sert de la méthode que j’indique pour introduire dans les intégrales 
les valeurs initiales des inconnues, on reconnaîtra que l’on peut 
choisir arbitrairement les racines de l’unité, employées comme fac- 
teurs dans les divers termes dé chaque équation différentielle. Donc, 
.s’il s’agit de radicaux carrés, on pourra intégrer les équations diffé- 
rentielles, non seulement quand tous les termes seront précédés du 
signe -h, mais encore quel que soit le signe de chaque terme. De 
plus, si au système dos variables données on joint un second système 
(le valeurs propres à représenter hîs valeurs des divers radicaux, la 
méthode proposée fournira, pour la détermination de toutes ces 
variables, un système d’équations non seulement algébriques, mais 
rationnelles. 

J.es principes que je viens d’énoncer s’appliquent avec succès ii 
la recherche des propriétés d(îs fonctions inverses de celles qu’ex- 
priment les intégrales bimimes. On sait que, à ces intégrales, quand 
elles renferment sous le signe j et en dénominateur les racines car- 
rées de binômes du second degré, répondent des fonctions inverses 
qui sont précisément les fonctions trigonométriques appelées sinus et 
cosinus. On sait aussi que ces fonctions trigonométriques jouissent 
de plusieurs propriétés remarquables, et que, par exemple, les sinus 
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fit cosinus de la somme de deux arcs s’expriment rationnellement en 
fonction des sinus et cosinus de ces arcs. Or des propriétés analogues 
il celles de ces deux lignes trigonométriques appartiennent aussi à ce 
qu’on pourrait appeler les sinus et cosinus des divers ordres, c’est- 
à-dire aux fonctions inverses de celles qu’expriment des intégrales 
liinômes, dans lesquelles entrent, sous le signe J" et en dénomina- 
teur, la racine cubique d’un binôme du second degré, ou la racine 
quatrième d’un binôme du troisième degré, etc. Ainsi, en particulier, 
si l’on considère le troisième ordre, le sinus et le cosinus jle la somme 
do deux variables pourront être exprimés en fonctions rationnelles 
des sinus et cosinus de ces mêmes variables, à l’aide d’une formule 
très simple que l’on trouvera dans mon Mémoire. 

Analyse. 

Soit donnée entre tes variables a?, une équation de la forme 
(0 /(■r,y)-o. 

Cette équation, résolue par rapport à j, fournira diverses valeurs dej 
exprimé on fonction de x. Soient 

(a) y — 9t(x), ..., y — 0„{x) 

ces diverses valeurs, le nombre n pouvant devenir infini quand l’équa- 
tion (i) sera transcendante, et nommons 0(x) l’une d’entre elles. On 
aura identiquement 

(3) /[a:, 0(cr)] -=o. . 

Soit d’ailleurs v une fonction entière de x du degré in — i,m étant un 
nombre entier quelconque. Cette fonction sera complètement déter- 
minée si on l’assujettit à prendre les mêmes valeurs que la fonc- 
tion 0(.r), pour m valeurs particulières données de la variable x. 
Kn effet, soient 

in. 

ces m valeurs particulières successivement attribuées à la variable x. 
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Si l’on doit avoir, pour chacune d’elles, 

(4) 

la formule d’interpolation de Lagrange donnera 


/e\ ^t) ' ‘ $ffi) 




{•^ ?m-l) û,; \ 


11 y a plus : la fonction e sera encore complètement déterminée si on 
l’assujettit à prendre, pour chacune des valeurs particulières 


attribuées à x, la même valeur que l’une des fonctions û(a?), |»ar 
exemple à vérifier 


I pour 

.r “ Il 

la condition 


] pour 
j 

-e : ?» 

la condition 

err-9,(.r), 

! pour 


la condition 

e n. 0,„{.r), 


deux ou plusieurs des fonctions 


pouvant devenir égales entre elles. Kn effet, les conditions (fi) seront 
généralement vérifiées si l’on pose 


(7) — 


( J- — x — l„) 


(?i )■■>■• 


if -il) 


• ~ - $ m- I ) 

• • ( L» - I ) 


^//i ( Ç/M )' 


F.a valeur générale de e étant ainsi déterminée, l’équation 
(8) J\x,v) — o, 

résolue par rapport à la variable x dont v est fonction, aura évidem- 
ment pour racines tous les termes de la suite 


11. 


• • • * I 


/;/♦ 


et par conséquent elle aura pour racines toutes celles de l’équation 
(9) (■^ — îl)(^ — = 
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Soit maintenant u le rapport des fonctions qui constituent les pre- 
miers membres des équations (8) et (9), en sorte qu’on ait identi- 
quement 

( 10 ) — — — — 

Si l’on nomme t une variable nouvelle liée à x par une équation de la 
forme 

(11) ut + v=.Q{x), 
on aura, en vertu des formules ( 3 ) et (ii), 

(12) f{x,ut + v)~o. 

Donc alors la formule (12), résolue par rapport à x, aura pour racines 
toutes celles qui vérifieront les n équations 

(13) ut-\- v — Oi(x), ut+v~Oi{x), 

Il y a plus : la formule (12), résolue par rapport à x, aura encore 
pour racines toutes celles qui vérifieront la formule 

(14) «“o; 

car chacune de ces dernières racines réduira la formule (12) à l’équa- 
tion (8), dont le premier membre s’évanouira en vertu de la for- 
mule (10). 

Concevons à présent que l’on désigne, pour abréger, par F(æ;, l) le 
premier membre de la formule (12), et posons en conséquence 

F(a:, <) =r f(x, ut 4- c), 

puis 

0 = D* F(a;, <), ‘É(x, t) = D, F(.r, t). 

Soit d’ailleurs ^{x,y) une fonction donnée des variables x, y et 

nommons 

celles des racines de l’équation (12) qui ne vérifient pas l’équa- 
tion (i 4 )- Enfin admettons que, en prenant pour x une de ces 



racines, on pose 
(i5) 

et 
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k zzz f(d?, ut 4- t») 


(i6) 



kï^toxit. 


Si l’orr représente par s la somme des valeurs de l’intégrale s corres 
pondantes aux valeurs , 


de X, on aura 
(*7) 



kW(x, t) 


et la valeur de s pourra être aisément déterminée dans un grand 
nombre d’hypothcses, par exemple lorsque foifc- 

tion entière des variables x^ y, et kWÇx^ t) une fonction entière des 
variables x, t. 

Cela posé, considérons spécialement le cas où Ton ne diminue pas 
le nombre des racines de l’équation (12) en y supposant i == o. Dans 
ce cas, si l’on attribue à t une valeur peu différente de /.éro, chaque 
racine de l’équation (12) aura pour valeur exacte ou approchée une 
racine correspondante de l’équation (8). Donc, si on laisse de cote 
celles des racines de l’équation (12) qui vérifient l’équation (i4)» 
qui sont indépendantes de t, les autres racines auront pour valeurs 
approchées les m racines de l’équation (9)» de manière à se confondn^ 
avec CCS dernières quand on posera t == o. Donc le nombre IV de ces 
autres racines, qui seules pourront dépendre de t, sera précisément 
égal k m, et, dans l’hypothèse admise, la suite do ces racines ren- 
fermera seulement m termes 


üO^y • • • f 

Nommons, en particulier, celle qui acquerra la valeur pour une 
valeur nulle de t\ nommons celle qui acquerra, pour t = o, la 
valeur $ ; enfin, x„ celle qui acquerra, pour « = o, la valeur 

OEuvrei «/r C?. — S. I, t. X. 
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Il sera généralement facile de savoir quelle est l’équation de la forme 

(| 8 ) ut-i-t>r=ô(x), 

a laquelle satisfera la racine x,. Car, en posant dans cette équation 
/ - O et, par suite. 


on en tirera 


i> = 0 (x). 


puis, eu égard à la première des formules ( 6 ), 

( 19 ) 6 (x)~ 0 ,(x). 

Donc celle des équations (i3) que l’on vérifiera, en prenant x-~x,, 
sera celle dont le second membre se réduira, pour à 0 ,(a 7 ). 

Or, parmi les équations (i3), une seule, savoir celle dont le second 
membre est 0 ,(£c), remplira ordinairement cette dernière condition, 
attendu que les valeurs de 5 ,, $ 5 , ..., peuvent être choisies arbi- 
trairement, et sont généralement inégales entre elles. Cela posé, si 
l’on nomme 

Uif • • *9 ^nt9 • • •> 

ce que deviennent m et e quand on y écrit successivement à la place 
de X les divers termes de la suite 


*^ 1 1 ^ 2 > • • • ♦ 

la racine x, vérifiera l’équation 


et l’on obtiendra de la même manière le système entier des formules 


( 20 ) 


que l’on réduit à 

( 21 ) Uit + Vi=yi, 


Uit -t-e, — /3,(.ri), 

-t" Cj 

» 


P, = 7 ,, 


• • • » 
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en posant, pour abréger, 

(23) .^1— ®l(^l), •••» yin—^mi^m)‘ 

D’autre part, dans l’hypothèse admise, s ne sera autre cliosc que la 
somme des valeurs de l’intégrale s correspondantes aux valeurs ' 


» *^2» • • • » 


(le la variable x; et comme, en supposant t suffisamment rapproché 
de zéro, on aura 



k\)txdl 



k dXy 


\ étant la valeur de x correspondante à / = o, il suffira de prendre 


(28) /Tj = — ^2 — - K'^î» •••» )» 


pour réduire la valeur de s à la forme 


(^4) 




»•» 

/Tj dx<i 



dXffi» 


Ainsi, dans l’hypothèse admise, c’est-à-dire lorsqu’on ne diminue pas 
le nombre des racines de l’équation (12), en réduisant t à zéro, la 
valeur de s peut être fournie, non seulement par l’équation (17), 
mais aussi par l’équation (24), les valeurs de j?,, x.;^y ..., x,n étant 
liées entre elles et à la variable t par les formules (21). On a donc 
alors 



A' J dx^ — H . . 



/t»F(Æ, O 


(h 


puis on en conclut, en dilTérentiant les deux membres. 


(a6) 


k^ dxi + k, dxi - 


‘'■'-=-i-TF(î7ÔT‘"- 


Donc alors on satisfait, quelle que soit la fonction 


k—i{x,y). 
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aux équations différentielles de la forme (26), par les valeurs de 

ty X\y X^y . . . ^niy 


tirées des équations (21), ou, ce qui revient au même, de la formule 


(27) 


, _ .vi — <’i _ y<— «'» __ 


y m ♦ m . 


ot COS valeurs sont précisément celles qui se réduisent simultané- 
ment à 


11 y a plus : ces conclusions subsistent, quelle que soit celle des 
racines de Téquation (i) qui se trouve représentée par ô,(ir), ou 

par 02(3;) ou par ^,n{x)y dans le second membre de chacune 

des formules (20). 

Lorsque la condition 

P kW(æ.i) _ 


se vérifie pour /?2 valeurs essentiellement distinctes de la fonction ky 
la formule (26), réduite à 

( 'iS ) A-, dx^ -1- ^2 dx^ 4- ... 4- k,n dx,„ — o, 


fournit un système de m équations différentielles, dont les intégrales 
générales sont données par la formule 


(29) 


7i -- _ rt— e. _ _ , 

«2 ' thn 


dans laquelle les constantes arbitraires se trouvent précisément repré- 
sentées par les valeurs initiales 


des m variables 


^1» • • • ♦ \in 


Lorsque la fonction f{x,y) est entière et du second degré en y, 
les résultats donnés par les formules précédentes s’accordent néces- 
sairement avec ceux qu’ont obtenus MM. Jacobi et Richelot à l’égard 
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des intégrales abéliennes. Je citerai particulièrement à ce sujet un 
Mémoire que, depuis l’achèvement de mon travail, je viens de lire, 
dans une des dernières livraisons du Journal de M. Crelle, et dans 
lequel la formule d’interpolation est appliquée par M. Jacobi à l’inté- 
gration des équations d’Abel. 

Dans un prochain article, j’appliqiicrai les formules que je viens 
d’établir à divers exemples, et, en particulier, aux fonctions inverses 
de celles que représentent les intégrales binômes, ou à ce qu’on peut 
appeler les sinus et cosinus des divers ordres. 


340 . 

Calcul istécrai.. — Mémoire sur les intégrales dans lese/uelles la fonction 
sous le signe J change brusquement de valeur. 

C. n., T. XXIir, p. 537 (14 septembre 1846). 


Les théorèmes que j’ai donnés, dans la séance du 3 août, pour les 
intégrales qui s’étendent à tous les points de la courbe enveloppe 
d’une aire tracée sur un plan ou sur une surface quelconque, offrent 
un des moyens les plus simples d’établir les formules générales qui 
servent à la détermination ou à la transformation des intégrales déü- 
nies. On doit surtout remarquer le cas où la fonction dilférentielle 
placée sous le signe J" peut être considérée comme la différentielle 
exacte d’une autre fonction qui dépend uniquement de la position 
d’un point P mobile sur la surface donnée, et où cette fonction diffé- 
rentielle ne cesse d’être finie et continue que pour certains points 
isolés de l’aire terminée par la courbe dont il s’agit. Alors, comine 
nous l’avons vu, l’intégrale proposée peut être remplacée par une 
somme d’intégrales singulières dont chacune se rapporte à la courbe 
enveloppe d’un élément de surface, dont les deux dimensions sont 
infiniment petites. 
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Lorsque la fonction sous le signe J', étant la différentielle exaete 
d’une autre fonction variable avec le point mobile P, change brusque- 
ment do valeur dans l’étendue de la surface que termine la courbe 
donnée, ce changement brusque a généralement lieu pour une série 
<le points contigus les uns aux autres, et situés sur une ou plusieurs 
lignes dont les longueurs peuvent être finies. Alors on peut supposer 
chacune de ces lignes renfermée avec un élément de surface, dont une 
seule dimension soit infiniment petite, dans une courbe qui enveloppe 
cet élément, et l’intégrale proposée est la somme de plusieurs autres 
que l’on pourrait encore nommer singulières, chacune d’elles étant 
relative à un élément de surface infiniment petit. On verra, dans le 
présent Mémoire, le parti que l’on peut tirer de la considération de 
celte nouvelle espèce d’intégrales singulières, surtout dans le cas où la 
fonction sous le signe se décompose en deux facteurs, dont l’un se 
réduit à un logarithme ou à une puissance fractionnaire. En effet, on 
parvient, de cette manière, non seulement à obtenir des démonstra- 
tions très simples des belles propriétés des intégrales eulériennes, 
mais encore à établir un grand nombre de formules nouvelles, et rela- 
tives soit aux fonctions elliptiques, soit à d’autres transcendantes d’un 
ordre encore plus élevé. 


341. 

A l’occasion du Rapport de M. Cauchy sur le Mémoire de M. d’Adhé- 
mar, M. Bhetos (de Champ) communique le théorème suivant : 

La puissance d’un entier est non seulement la différence entre 

les carrés de deux entiers, mais encore la somme de plusieurs nombres 
impairs consécutifs. 

C. R., T. XXUI, p. 55i (i4 septembre 1846 ). 

M. Cauchy fait observer que le théorème énoncé par M. Breton (de 
Champ) est renfermé lui-même dans un autre théorème encore plus 
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général. En effet, tout nombre impair, ou pairement pair, est, comme 
l’on sait, la différence de deux carrés. Par une conséquence néces- 
saire, on peut réduire un tel nombre à la^ somme de plusieurs impairs 
consecutifs, souvent même de plusieurs manières. Ce que le mode de 
réduction signalé par M. d’Adhémar offre de remarquable, c’est qu’il 
permet de décomposer la somme des nombres impairs inférieurs au 
double d’un nombre triangulaire, par exemple 

1 "f- 3 -}- 5 -1- ^ -1- 0 -f- 1 1 , 

en plusieurs parties 

1 , 3 4-5 = 8, 7 -h 9 4- î I = 27, 

dont la première renferme un seul terme, la seconde deux, la troi- 
sième trois, . . ., ces divers termes étant pris dans Tordre où ils se pré- 
sentent, etqu’alors les sommes partielles obtenues sont précisément 
les cubes respectifs des nombres entiers 

1 , 2, 3, .... 


342. 


Calcul intégral. — Mémoire sur les intégrales dans lesquelles la fonction 
sous le signe J change brusquement de xmleur ( * ). 

C. R., T. XXIII, p. 557 (21 septembre i 84flT. 


Analyse. 

La position d*un point mobile P étant déterminée dans un plan à 
Taide de coordonnées rectilignes, ou polaires, ou de toute autre na- 
ture, concevons que Ton trace dans ce plan une courbe fermée, <‘t 
nommons s Tare de cette courbe, mesuré positivement à partir d’une 

(») Voir la séance du i 4 septembre 1846. 
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certaine origine et dans un sens déterminé. Soient, d’ailleurs, u, f>, 
(V, ... des variables qui changent de valeurs d’une manière continue 
avec la position du point mobile P, et, en faisant coïncider ce point 
avec l’extrémité de l’arc s, prenons 

( I ) k U du -h Vdv W dw 4- ... ; 

U, V, IV , . . . désignent des fonctions de u, e, (t>, . . . tellement choisies, 
que la somme U du + Vdv + Wdw + . . . soit une différentielle exacte. 
Enfin, désignons par S l’aire qu’enveloppe la courbe fermée, et par 
(S) la valeur qu’acquiert l’intégrale j kds lorsque le point mobile P, 
ayant parcouru le contour entier de l’aire S, revient à sa position pri- 
mitive. Si l’on fait varier la surface S, en modifiant par degrés insen- 
sibles la forme de la courbe qui l’enveloppe, alors, d’après ce qui a été 
dit dans la séance du 3 août, cette variation n’altérera pas la valeur de 
(S), tant que la fonction k restera finie et continue en chacun des 
points successivement occupés par la courbe variable. De plus, si, à 
l’aide de diverses lignes droites ou courbes tracées sur le plan donné, 

on partage l’aire S en plusieurs autres A, B, C en nommant 

(A), (B), (C),'. . . ce que devient (S) quand au contour de l’aire S on 
substitue le contour de l’aire A, ou B, ou C, .... on aura 

(a) (S) r: (A) H- (B) -H (C) -H. . . , 

pourvu que la fonction k reste finie et continue en chaque point de 
chaque contour. 

Observons eneewe que, si deux fonctions distinctes k, k^ offrent 
pour différence une troisième fonction qui demeure finie et continue 
pour chaque point do l’aire S, la valeur de (S) relative à cette troi- 
sième fonction s’évanouira; et qu’en conséquence les valeurs de (S) 
correspondantes aux deux fonctions k, k, seront égales entre elles. 

Los variables désignées par u,v,w, ... dans la formule (i) peuvent 
être ou réelles ou imaginaires. Dans ce qui suit,' nous considérerons 
spécialement le cas où, x, y étant deux variables réelles propres à 
représenter les coordonnées rectangulaires du point mobile P, on 
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suppose la variable imaginaire s liée par la formule 
(3 ) - rr .r -f- jy/— J , 

et la fonction k liée à la variable z par la formule 
(i) Az=/(z)l},z, 

Nous supposerons d’ailleurs que l’arc s se mesure positivement dans 
le sens suivant lequel il faut que le point P se meuve pour qu’il ait 
autour de la surface S, dans le plan dos un mouvement de rota- 
tion direct. 

Cela posé, si la fonction primitive de /(s) est connue, en sorte 
qu’on ait, par exemple, 

( 5 ) //( z) dz H $ ( z) -h consl., 

et si Ton nomme A la somme des accroissements instantanés qu’ac- 
querra la fonction tandis que le point mobile P décrira le con- 
tour entier de l’aire S, alors, en vertu d’une formule établie dans lu 
séance du lo juin 1844 [page 1070, formule (7)] ('), on aura 

(0) (S):-.-.-- A. 

Pour montrer une application très simple de la formule (fj), suppo- 
sons que, 5 , TJ étant deux valeurs particulières de x\ et Ç -- 5 h- ri v “ ^ 
la valeur correspondante de -, on post» 

Alors la fonction /(^) ne deviendra infinie que pour un seul point du 
plan dosa;,/, savoir, pour le point Q dont les coordonnées seront^, yj. 
Alors aussi on pourra prendre 

3 ) — 1(3 — ï) — I [•ï' — (/ — n ) ' 1- 

D’ailleurs le logarithme d’une expression imaginaire ne change brus- 
quement de valeur que dans le cas où, la partie réelle de cette exprès- 

Œuvres de Cauchy, S. I, T. VIIÏ, p. 228. 

Œuvres de C. - S. 1, t. X. 
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sion étant négative, le coefficient de \J~— i change de signe, et, dans 
ce cas, l’accroisscmcnt instantané du logarithme est ± 2 k\/— i, le 
double signe devant être réduit au signe + ou au signe -- suivant 
que le coedicient V— * passe du négatif au positif, ou réciproque- 
ment. Cela posé, on tirera évidemment de la formule (G), dans le cas 
où (S) ne s’évanouira pas, c’est-à-dire dans le cas où l’aire S renfer- 
mera le point Q, 

(7) (S):--2;rv'~i. 


Si la fonction /(s) ne devient discontinue qu’en devenant infinie, 
et pour certains points isolés P', P", P", . . . situés dans l’intérieur de 
l’aire S, si d’ailleurs à chacune des valeurs de z qui rendent /(s) 
infinie correspond un résidu déterminé, alors, la différence entre les 
deux fonctions 


/(=), 


r 

l — Z 


demeurant finie et continue pour chaque point de l’aire S, les valeurs 
de (S) correspondantes à ces deux fonctions seront égales, et, en sup- 
posant l’aire S décomposée en parties A, B, C, ... dont chacune ren- 
ferme un seul des points P', P", P", ..., on tirera des formules (2) 
cl( 7 ) 


(«) 


(S)-r:37rV^’ -l £,(/(5)), 


la somme qu’indique le signe ^ s’étendant aux seules racines de 
l’équation - - o, qui correspondront à des points situés dans l’in- 
térieur de l’aire S. La formule ( 6 ) comprend, comme cas particuliers, 
celles que j’ai données dans le Tome I des Exercices de Mathéma- 
tiques (^) (pages loi et 211), et que l’on on déduit : 1” en prenant 
pour S l’aire d’un rectangle compris entre quatre droites parallèles 
aux axes des x et j; en remplaçant les coordonnées rectangulaires 


(^) OEuvres lie CnuL'Iiff S. Il, T. VI, p. i‘î 3 cl 264. 
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x,y par des coordonnées polaires r, p, et en prenant pour S la diffé- 
rence entre deux secteurs circulaires, c’est-à-dire l’aire comprise 
entre deux arcs de cercle qui ont pour centre commun l’origine, et 
deux rayons menés aux extrémités du plus grand arc. 

Concevons maintenant que la fonction /(s) soit de la forme 

(g) /(5)^F(5)lf(-). 

la lettre 1 indiquant un logarithme népérien. Alors, si l’on pose 

f(3) i-r w -4- rv/— ) , 

U et V étant réels, on pourra généralement, dans l’intérieur de l’aire S, 
tracer une ou plusieurs lignes droites ou courbes, dont l’iine quel- 
conque 00' sera de telle mature qu’en chacun de scs points la fonc- 
tion V sera nulle et la fonction « négative. Alors aussi on verra géné- 
ralement la fonction v passer du négatif au positif, quand on passera 
d’un point R situé d’un côté de la courbe OP à un point R' situé de 
l’autre côté. Supposons d’ailleurs les points R, R' infiniment rappro- 
chés de la ligne 00', et nommons a une surface infiniment étroite qui 
renferme cette courbe dans son intérieur, le contour de l'aire a étant 
décrit par un point mobile qui passe avec un mouvement de rotation 
direct de la position R à la position R'. Enfin soit 0 celui des deux 
points 0, 0' que le point mobile P rencontre avant d’arriver en R. 
Alors, en supposant l’arc s mesuré, non plus sur le contour de l’aire S, 
mais sur la ligne 00' et à partir du point 0, on trouvera 

(io) (a) -- . jt: \/— I / l''(3) f)., sf/.v, 

' 0 

; désignant la longueur entière de l’arc 00'. 

Cela posé, si la fonction /(s) ne devient infinie ou discontinue, 
entre les limites indiquées par le contour de l’aire S, que dans le voi- 
sinage de la ligne 00' et des autres courbes de même nature, ou bien 
encore dans le voisinage de certains points isolés P', P", . . . , a chacun 
desquels corresponde un résidu déterminé de /(s), on tirera de la 
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formule (2), jointe aux équations (7) et (10). 

(Il) (S) 27C v/= I j ^ (/(=)) D. s rf* I . 

la somme indiquée par le signe ^ étant relative aux diverses lignes de 
la nature de 00\ 

Si l’un des points isolés P\ P", .. . se trouvait situé sur la ligne 00 ' 
ou sur l’une des autres lignes de même nature, on obtiendrait encore 
la formule (i i), en supposant le résidu correspondant à ce point réduit 
a sa valeur moyenne, et l’intégrale correspondante au même point 
réduite ii sa valeur principale. 

Si le produit z f{z) s’évanouit généralement quand z acquiert des 
valeurs inünies réelles ou imaginaires, et ne cesse alors de s’évanouir 
(ui restant fini que dans le voisinage de certaines valeurs particulières 
de l’argument de 5, alors, en supposant que Taire S s’étende indéfini- 
ment dans tous les sens autour de Torigine, on trouvera (S) ::::= o, et 
la formule (t i) donnera simplement 

(. 2 ) f\\z)î),= ds--.0. 

0 

Si, au lieu de fixer la valeur de /(s) à l’aide de l’équation (;)), on 
supposait 

(.3) /(s)^F(-)[r(i)]!S 

la constante p. étant un exposant rationnel ou irrationnel, réel ou ima- 
ginaire, alors, à la place des formules (lo), (i i) et (12), on obtien- 
drait les suivantes : 

(i4) (a) r- 3sinp.7iv/— ' r P(5) [— fC-lFDjsrf^, 

•^0 

( ^ »-'o ) 

(.6) ^(/(^))-^ 
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On doit remarquer, d’une, manière spéciale, le cas où la fonction 
F(æ) est du nombre de celles que l’on peut intégrer en termes finis. 
Alors les seconds membres des formules (fo), (ii) et le premier 
membre de la formule (12) ne renferment plus d’intégrales. Si, d’ail- 
leurs, la fonction F(s) est du nombre de celles qui s’intégrent par 
logarithmes, alors, en passant des logarithmes aux nombres, on verra 
souvent paraître, dans la formule (12), des produits composés d’un 
nombre infini de facteurs. 

Nous reviendrons, dans un autre article, sur les diverses formules 
générales auxquelles nous venons de parvenir, et dont les applications 
peuvent être multipliées à l’infini. Nous examinerons en particulier 
les résultats qu’elles donnent quand on les applique à la recherche 
des propriétés des fonctions elliptiques. Pour l’instant, nous nous 
bornerons à citer deux ou trois exemples très simples,^ qui feront 
mieux comprendre l’usage de ces formules. 

Si dans l’équation (iC) on pose successivement 


/(^)- 


5S-' 
I -+- 3 


et 


ss-i 

/(-) ■- r--’ 


elle fournira les valeurs de deux intégrales culéricnnes, et l’on trou- 
vera 



* dx 

I + X 


TT 

sinjjtTT 


et 



dx 

i ~ X 


_ 5 „ 

tangf/Tr’ 


l’intégrale définie devant être, dans le second cas, réduite a sa valeur 
principale. 

Si dans la formule (1 1) on prend 

“ sîîTTtÆ e«s_ t'-rt*)’ 


0 , a étant des quantités positives, alors, en nommant a la racine réelle 
et positive de l’équation 


2 0 , 
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et désignant par/t une constante positive inférieure à on trouvera 


f “ /( - f‘ t/- i) - fi 
ay'— I 



la somme qu’indique le signe ^ s’étendant à toutes les valeurs 
entières, positives e't négatives de n. 

Au reste, les principes exposés dans ce Mémoire fournissent évi- 
demment le moyen d’établir une multitude de formules générales, 
analogues à celles que nous avons obtenues, et de réduire la déter- 
mination do l’intégrale (S) à l’évaluation d’intégrales singulières, 
quelle que soit la surface S, et quelle que soit la forme de la fonc- 
tion /(s). En effet, la fonction /(s) peut devenir discontinue dans 
le voisinage de certaines valeurs de z ---x - 1 correspondantes 

à certains j^oints Q, K, ... de l’aire S, soit en devenant infinie, soit 
en changeant brusquement de valeur. Dans le premier cas, les 
points Q, U, ... sont nécessairement des points isolés P', P", — 
Dans le second cas, ils sont contigus les uns aux autres, et situés 
sur une ou plusieurs lignes droites ou courbes 00', dont les lon- 
gueurs peuvent être finies. D’autre part, il est aisé de voir que la 
formule ( 2 ) peut être étendue au cas où quelques-unes de ces lignes 
rencontreraient les contours des surfaces A, B, G, ...; et, pour que 
cette formule subsiste quand on a k — /(5)D, 3 , il suffit que la fonc- 
tion f{z) reste finie en chaque point de chaque contour. Cela posé, 
on pourra généralement partager l’aire S en éléments A, B, G, . . . et 
a, b, c, ..., les uns finis, les autres infiniment petits, les éléments 
finis A, B, G, . .. étant choisis de telle manière que la fonction /(s) 
reste finie et continue en chaque point de chacun d’entre eux, et 
les éléments infiniment petits a, b, c, ... étant ou des surfaces qui 
s’étendent infiniment peu dans tous les sens autour des points isolés 
P', P", .... ou des surfaces infiniment étroites dont chacune renferme 
dans son intérieur une des courbes 00' ou une portion de l’une de 
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CCS courbes. Ce partage étant opéré, la formule (u) donnera 

S ( a ) H- ( b) -4- ( c ) H-- . . . , 

puisque les intégrales correspondantes à des éléments finis A, B, 
G, ... de l’aire S s’évanouiront; et la détermination de l’intégrale (S) 
se trouvera réduite à la détermination des intégrales singulières (a), 
(b), (c), ... dont les valeurs, quand elles seront finies sans être 
nulles, se déduiront de la formule ( 2 ) s’il s’agit d’éléments qui ren- 
ferment les points isolés P', P", . . . , ou, dans le cas contraire, d’équa- 
tions analogues aux formules (ro), (i4). 


343 . 

Calcut. ixtégual. — ' Mémoire sur les intégrales imaginaires des équations 
différentielles, et sur les grands amntages que ion peut^etirer de la 
considération de ces intégrales, soit pour établir des formules nouvelles, 
soit pour éclaircir des difficultés qui n avaient pas été jusqu ici com- 
plètement résolues. 

C. R., T. XXin, p. (ai septembre iS/jr)). 

On connaîtlerôleiniportant que jouent les expressions itnaginaires, 
non seulement dans la résolution des équations algébriques on trans- 
cendantes, mais encore dans un grand nombre d’autres probbVrnes. 
Ainsi, par exemple, c’est en considérant les valeurs imaginaires d’une 
variable que l’on parvient à la condition do convergence de la série 
qui représente le développement d’une fonction suivant les puis- 
sances ascendantes de cette variable; et c’est aussi sur le passage du 
réel h l’imaginaire que repose, dans le calcul des résidus, l’établisse- 
ment de formules générales propres à la transforrnalion ou meme à la 
détermination d’un grand nombre d’intégrales définies. II était donc 
naturel de penser que, dans la théorie de l’intégration des équations 
différentiellès, des résultats nouveaux et inattendus devraient sortir 
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de la considération directe des intégrales imaginaires, non pas res- 
treinte à quelques cas particuliers déjà traités par les géomètres, 
mais étendue à tous les cas possibles.. C’est, en effet, ce qui arrive. 
Ayant dirigé mes recherches de ce côté, je suis parvenu, non seule- 
ment à porter la lumière dans des questions délicates qui n’avaient 
pas été suffisamment éclaircies, mais encore à établir des théorèmes 
nouveaux qui, en raison de leur généralité, me paraissent dignes 
(l’attention. Avant de les indiquer, il me semble utile, afin d’être 
parfaitement compris, de bien fixer le sens des expressions dont je 
me servirai dans la suite, et de dire avec précision ce que j’entends 
lorsque je parle des intégrales particulières ou générales, réelles ou 
même imaginaires, d’un système donné d’équations différentielles. 

Ainsi que je l’ai remarqué dans les Leçons données à l’École Poly- 
technique, un système quelconque d’équations différentielles peut 
toujours être réduit à un système d’équations différentielles du pre- 
mier ordre. D’ailleurs, étant données n équations différentielles du 
premier ordre entre n -+- 1 variables 

X, y, Z, ..., t, 

on pourra toujours considérer une des variables t comme indépen- 
dante, et les dérivées des autres variables comme déterminées par le 
système de ces équations différentielles, en fonctions explicites ou du 
moins implicites Ae x, y, z, t. D’ailleurs la connaissance de ces 
dernières fonctions ne fournira pas le moyen de fixer complètement 
les valeurs générales des variables dépendantes x, y, z, ... ; et, pour 
que l’intégration des équations différentielles données se réduise à 
un problème déterminé, il sera nécessaire d’assujettir encore les 
variables dépendantes x, y, z, ... à prendre certaines valeurs ini- 
tiales 

n, ï, ••• 

réelles ou i maginaircs, pour une certaine valeur initiale t de la variable 
indépendante t. Lorsque ces valeurs initiales seront connues avec les 
fonctions de x, y, z, ... ci-dessus mentionnées, les valeurs générales 
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de iv, y, s, ... seront pour l’ordinaire complètement déterminées, 
c’est-k-dire qu’à une valeur réelle ou imaginaire de la variable indé- 
pendante l correspondront généralement des valeurs déterminées, 
réelles ou imaginaires, de toutes les autres variables. Ces valeurs 
seront fournies, ou par des équations algébriques ou transcendantes, 
si les équations différentielles sont intégrables en termes finis, ou par 
des développements en séries, ou bien encore elles seront les limites 
vers lesquelles convergeront les résultats approximatifs, déduits de la 
méthode que j’ai donnée dans mes Leçons à l’Iicole Polytechnique, et 
qui offre cet avantage, qu’elle est toujours applicable, quelle que soit 
la forme des équations différentielles. Dans tous les cas, les formules 
qui fourniront les valeurs des a?, y, 5, . . . représenteront un système 
d’intégrales particulières des équations différentielles proposées, si 
l’on attribue aux valeurs initiales i, yj, Ç, . . . des variables ic, j, 5, . . . 
des valeurs déterminées, et le système des intégrales générales, si l’on 
considère les valeurs initiales de a?, j, comme des constantes 

arbitraires. Ainsi, le problème de l’intégration d’un système d’équa- 
tions différentielles se réduit, en réalité, à la recherche d’un système 
quelconque d’intégrales particulières de ces mêmes équations. Les 
intégrales générales ne sont autre chose que des formules générales 
qui comprennent et embrassent toutes les intégrales particulières; et, 
si celles-ci ne peuvent être toutes renfermées dans un seul système 
de formules générales, il faudra, pour que les intégrales générales 
puissent être censées complètement connues, que l’on connaisse les 
divers systèmes de formules générales qui renfermeront les divers 
systèmes d’intégrales particulières. Si une intégrale particulière était 
isolée de manière a ne pouvoir être comprise avec d’autres dans une 
même formule générale, elle serait du genre des intégrales qu’on a 
nommées solutions particulières ou intégrales singulières des équations 
différentielles. 

D’après ce qu’on vient de dire, intégrer n équations différentielles 
entre n 1 variables, c’est tout simplement passer d’un système donné 
de valeurs de ces variables à un autre système, en prenant l’une des 

OEuvres C. — S . I, t. X. * 9 
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variables pour indépendante. Si, comme ci-dessus, on nomme 

«2* J y ^ * • ■ » ^ 

les diverses variables, et 

I, n, Ç, ..., T 

leurs valeurs initiales, i étant la variable indépendante, les différences 
^ — It y — fl> s — ... seront de véritables intégrales définies, prises 

par rapport à t, à partir de l’origine i, les fonctions sous le signe J 
étant des fonctions des diverses variables considérées elles-mêmes 
comme fonctions implicites de t. Ces différences seront généralement 
de la nature des transcendantes que j’ai considérées dans mon Mémoire 
sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires, puis- 
qu’on peut supposer imaginaires, non seulement les fonctions sous le 
signe y, mais encore la valeur initiale et la valeur finale de la variable 
indépendante t. D’ailleurs ces intégrales pourront, dans tous les cas, 
être déterminées, et même de plusieurs manières, avec une exîicti- 
tude aussi grande qu’on le voudra, soit à l’aide de développements en 
séries, soit à l’aide de la méthode d’intégration précédemment rap- 
pelée. Pour faire mieux saisir ce que j’ai à dire à cet égard, et peindre 
en quelque sorte aux yeux la marche du calcul, je vais en donner ici 
une interprétation géométrique. 

Considérons, dans, la variable indépendante t, la partie réelle et le 
coelficicnt de y/— i comme propres à représenter les coordonnées 
rectangulaires d’un point P mobile dans un plan horizontal. A chaque 
valeur déterminée de t correspondra une position déterminée du 
point P, et réciproquement. Nommons d’ailleurs origine le point O 
du plan qui correspond à la valeur initiale t de t, et joignons cette 
origine au point P par une ligne droite ou courbe. Si l’on nomme s 
la longueur mesurée sur cette ligne depuis l’origine O jusqu’à un 
point quelconque intermédiaire entre O et P, l’intégrale imaginaire 
qui représente la valeur de la différence x — \ pourra être transformée 
en une intégrale relative à la variable réelle s. Or, quand on arrivera 
au point P, la valeur de cette dernière intégrale restera généralement 
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indépendante de la ligne droite ou courbe que Ton aura suivie. Cepen- 
dant le contraire peut arriver, et, afin de ne laisser rien d’arbitraire 
dans la détermination des intégrales d’un système d’équations diffé- 
rentielles, il convient de fixer la nature de la ligne sur laquelle se 
mesure la longueurs. J’appelle intégration rectiligne celle qui fournit 
les valeurs des intégrales dans le cas ou la ligne est droite, ce qu’on 
suppose ordinairement quand il s’agit de calculer des intégrales 
réelles. L’intégration deviendra curviligne dans le cas contraire. 

,11 arrive quelquefois que, dans l’intégration rectiligne ou curvi- 
ligne, la fonction sous le signe j devient infinie en un point de la 
ligne OP, sur laquelle on marche, et alors la valeur de l’intégrale 
définie qui représente la différence a? — $ peut devenir indéterminée. 
Dans ce cas aussi, en remplaçant la ligne OP par une ligne infiniment 
voisine, on verra souvent l’intégrale définie changer brusquement de 
valeur. Cette circonstance très remarquable offre quelque analogie 
avec celle que j’ai autrefois signalée, en observant que les valeurs des 
intégrales définies doubles peuvent varier avec l’ordre dans lequel 
s’eflectuent les intégrations. Elle permet d’éclaircir et d’expliquer cer- 
taines formules, que l’on pourrait appeler paradoxales, données par 
quelques géomètres, et entre autres par Poisson, dans le XVIII® Cahier 
Acl Journal de V École Polytechnique. On reconnaît ainsi, par exemple, 
que la valeur imaginaire attribuée par Poisson à l’intégrale 



prise entre les limites réelles o et oo de la variable a? supposée réelle, 
est précisément la valeur d’une intégrale imaginaire produite par une 
intégration rectiligne relative à une droite qui s’écarte très peu de 
l’axe des O?; mais, en même temps, on reconnaît que, de l’autre côté 
de l’intégrale réelle, se trouve une seconde intégrale imaginaire, et 
que la demi-somme des deux intégrales imaginaires est la valeur prin- 
cipale de l’intégrale réelle. 

A l’observation que je viens de faire, j’en joindrai une autre qui 
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est encore plus importante : c’est que les résultats d’une intégration 
effectuée suivant un mode déterminé, par exemple les résultats de 
l’intégration rectiligne, dépendent, non seulement des valeurs ini- 
tiales des variables, mais encore généralement du choix de la variable 
que l’on considère comme indépendante. Les valeurs initiales des 
variables restant les mêmes, si l’on prend pour variable indépen- 
dante. d’abord la variable t, puis la variable x, les intégrales obte- 
nues dans les deux cas ne s’accorderont généralement qu’entre cer- 
taines limites. La raison en est facile à saisir. Lorsque l’on considère 
t comme variable indépendante, alors, pour trouver la formule ou le 
système de formules qui représente les intégrales complètes, on doit 
successivement attribuer à t toutes les valeurs possibles réelles ou 
imaginaires. Mais, à ces diverses valeurs de t pourront répondre, en 
vertu des formules trouvées, des valeurs de x qui demeurent toutes 
comprises entre certaines limites. Donc, en renversant les formules 
trouvées, on ne pourra en déduire que les valeurs de t correspon- 
dantes à des valeurs de x comprises entre ces limites. Il y a plus : je 
prouve que, pour l’ordinaire, on devra restreindre encore ces limites 
quand on voudra obtenir des valeurs de i en a; qui coïncident avec 
celles que fournirait l’intégration directement effectuée dans le cas 
où l’on prendrait x pour variable indépendante. 

J’appelle intégrales relatives à t celles qui se rapportent au cas où 
l’on prend t pour variable indépendante. D’après ce qu’on vient de 
dire, les valeurs initiales des variables étant données, les intégrales 
relatives à t ne fourniront qu’entre certaines limites les intégrales rela- 
tives à X. Pour compléter ces dernières intégrales, on sera donc obligé 
de recourir à d’autres intégrales relatives à t, savoir à celles qu’on 
obtient quand on modifie les valeurs initiales des variables. Mais 
quelles modifications successives doit-on apporter à ces valeurs pour 
obtenir une suite d’intégrales relatives à t, desquelles on puisse 
déduire les intégrales relatives à a; et comment doit-on s’y prendre 
pour passer des unes aux autres sans calculs inutiles? C’est ce qu’il 
importe d’examiner. L’opération qui sert à effectuer ce passage, et 
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que je nomme Vi/n^ersion, doit être évidemment soumise à des règles 
fixes. On trouvera dans mon Mémoire ces règles, qui paraissent 
mériter d’être remarquées, et qui s’appuient sur un théorème très 
général, dont voici l’énoncé : 

Théorème.^— V intégration étant supposée rectiligne, les intégrales 
relatives à la variable x pourront se déduire des intégrales relatives à la 
variable t, et réciproquement, jusqu au moment où le module de V une 
des différences x — — T, considéré comme fonction du module pri- 

mitivement nul et croissant de Vautre, deviendra, pour la première fois, 
un maximum. Il ne faut pas oublier d'ailleurs que, dans le cas où il 
s'agira de calculer le module maximum de la différence x l'argu- 
ment de cette dernière différence devra être considéré comme constant. 

Le passage des intégrales relatives a t aux intégrales relatives à x 
introduit souvent dans le calcul des fonctions périodiques. C’est ce 
qui arrive, en particulier, pour un grand nombre d’équations difie- 
rcnticllcs entre x et t, quand le rapport des différentielles des deux 
variables est exprimé par une fonction de la seule variable t. Alors 
l’intégrale relative à x n’est autre chose que la fonction inverse d’une 
intégrale définie relative à t, et souvent cette fonction inverse est 
périodique, à simple ou k double période. J’examinerai en particu- 
lier, dans un autre article, les fonctions périodiques ainsi obtenues, 
et je montrerai comment les règles de V inversion conduisent k la déter- 
mination de la période, et comment cette détermination se lie k la 
théorie des résidus. Je me bornerai, pour l’instant, k observer que les 
fonctions inverses des intégrales définies n’offrent pas toujours, et 
pour des valeurs quelconques des variables, les valeurs qui leur ont 
été assignées dans les Ouvrages même les plus accrédités. Ainsi, par 
exemple, la fonction inverse de l’intégrale 



n’est point, comme on l’a dit, 

t ■=! sina?. 
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t 


v/cos’‘.r 

CüS.r 


sinÆ*. 


Ainsi encore, dans la théorie des fonctions elliptiques, les deux 
intégrales qui représentent ce qu’on appelle l'argument,^ et qui ren- 
ferment sous le signe J", la première, une fonction algébrique, la 
seconde, une'fonction trigonométrique, ne sont équivalentes qu’entre 
certaines limites, entre lesquelles les fonctions inverses de ces inté- 
grales se réduisent à deux variables dont la première est le sinus de 
la seconde ou de ce qu’on nomme l'amplitude. Hors de ces limites, la 
fonction inverse de la première intégrale est, ou le sinus de l’ampli- 
tude, ou ce sinus pris en signe contraire, suivant que le cosinus de 
l’amplitude est positif ou négatif. 

Ce que je viens de dire sulTit pour donner une idée sommaire des 
résultats principaux auxquels je suis parvenu. 11 me restera, pour 
les faire mieux connaître, à transcrire quelques-unes des formules 
générales, et la démonstration du théorème fondamental sur lequel 
s’appuie l’inversion des intégrales d’un système d’équations dilféren- 
fielles. 


344 . 


(Calcul intégral. — Note sur l’intégration d’un système d’équations 
différentielles et sur l’inversion de leurs intégrales. 


C. H., T. XXIU, p. 617 (28 septombro 1846). 


Soient 


•c, /, Z t 


n -hi variables assujetties : 1 ° à vérifier n équations différentielles du 
premier ordre; 2 " à prendre simultanément certaines valeurs initiales, 
réelles ou imaginaires, 

$, Y), Ç, .... T. 
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Si, dans les équations différentielles données, on pose 

(1) dx — Xdt, dy=Ydl, dz=zZdt, ...» 

on obtiendra n équations finies qui détermineront les valeurs de X, 
Z, Y, ... en fonction àe x, y, z, ..., t; et, si des valeurs de X, Y, 

Z propres à vérifier ces équations finies, sont substituées dans 

les formules (i), il suffira d’appliquer à ces formules l’intégration rec- 
tiligne, en considérant t comme variable indépendante, et regardant 
5 , Y), . . ., T comme les valeurs initiales de x, y, z, . . ., t, pour ob- 

tenir un système déterminé d’intégrales. 

Soient maintenant 

( 2 ) U^O, Vzzzo, WrzzOf 

les n intégrales déduites des équations (t) à l’aide d’une intégration 
rectiligne ou même curviligne relative à une variable quelconque. 
Supposons d’ailleurs que, les valeurs initiales Ç, y), Ç, ..., t des va- 
riables X, y, Z, .... t demeurant les memes, on veuille obteniries 
intégrales que fournirait une intégration rectiligne relative à la va- 
riable X. Si l’on pose, dans les formules (2), 

r désignant le module et p l’argument de la différence x — ces for- 
mules détermineront, pour une valeur donnée de l’argument p et 
pour de très petites valeurs du module r, les valeurs correspondantes 
des variables réelles ou imaginaires 

ty y y Zy .. .y 

considérées comme fonctions de r. Concevons maintenant que, l’argu- 
ment p demeurant invariable, on fasse croître le module r par degrés 
insensibles. Les valeurs trouvées de y,z, ...,i représenteront néces- 
sairement les intégrales cherchées relatives à x, tant que les for- 
mules (2) permettront au module r de croître encore, et tant que ces 
formules fourniront une valeur unique et finie de chacune des va- 
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riabics t, y, s En conséquence, on peut énoncer la proposition 

suivante : 

Théorème. — Supposons les n+i imriables 

Xy y y Z y • • • f t 

assujetties : \^ à vérifier les n équations dijfiérentielles 

( I ) dx X dty dy z:=lY dly dz — Zdty ... ; 

2^ à prendre simultanément les valeurs initiales, réelles ou imaginaires 

Yî, Ç, ..., t; 

et soient 

( 2 ) U ~Oy V—Oy ÎF O, 

des intégrales qui satisfassent à cette double condition- On pourra, des 
intégrales (2), déduire celles que fournirait une intégration rectiligne 
relative à x, jusqu au moment où le module primitivement nul et croissant 
de la différence x — \ deviendra, pour la première fois, un maximum, si 
dans l* intervalle les intégrales (2) fournissent pour chacune des tmiables 
ty y y Zy ... vuleur unique et finie qui varie avec r par degrés insen- 
sibles, ou bien encore jusqu au moment où cette dernière condition cessera 
d*èire remplie. Obsen^ms d* ailleurs que, dans la recherche du module 
maximum de la différence x — \y V argument de cette différence devra 
être considéré comme constant. 

En s’appuyant sur le théorème que nous venons d’énoncer, on 
pourra, des intégrales relatives à une variable quelconque, par exemple 
des intégrales relatives à t, déduire les intégrales relatives à x, pour 
une valeur donnée de l’argument p, au moins tant que le module r 
ne dépassera pas une certaine limite supérieure. Si l’on veut ensuite 
reculer cette limite, il suffira de recommencer l’opération en prenant 
pour valeurs initiales de x, y, z, ..., t, non plus celles qui corres- 
pondent à une valeur nulle de r, mais celles qui correspondent à la 
limite trouvée, ou du moins k une valeur de r infiniment rapprochée 
de cette limite. Ajoutons que, en répétant indéfiniment, s’il est néces- 
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saire, de semblables opérations, on finira par obtenir, dans tous les 
cas, pour une valeur quelconque de r, les intégrales relatives h x. 
C’est, au reste, ce que j’expliquerai plus en détail dans un autre 
article. 


345 . 

Calcul intégral. — Considérations nouvelles sur les intégrales définies qui 
s* étendent à tous les points d*une courbe fermée, et sur celles qui sont 
prises entre des limites imaginaires. 

C. R., ï. XXIII, p. 689 (lîi octobre 1840). 

Les théorèmes généraux que j’ai donnés dans la séance du 3 août 
dernier, en considérant les intégrales définies qui s’étendent îi tous 
les points d’une courbe fermée, fournissent, comme j’en ai fait la 
remarque, la solution d’un grand nombre de questions importantes 
de Calcul infinitésimal, et même d’Analyse algébrique. Mais, en expo- 
sant ces théorèmes, dont les applications sont déjà si étendues, je ne 
m’attendais pas à ce qu’ils fussent eux-mêmes compris comme cas 
particuliers dans d’autres théorèmes plus généraux dont les applica- 
tions s’étendaient encore beaucoup plus loin. C’est pourtant ce qui 
arrive, et ceux dont je vais entretenir un instant l’Académie me parais- 
sent devoir contribuer notablement aux progrès de l’Analyse infinité- 
simale, puisqu’ils permettent d’établir avec la plus grande facilité une 
foule de propriétés remarquables des transcendantes représentées par 
les intégrales définies, et, par conséquent, d’une multitude de fonc- 
tions, parmi lesquelles se trouvent comprises les fonctions elliptiques 
et les transcendantes abéliennes. La bienveillance avec laquelle les 
géomètres ont accueilli les résultats de mes précédents travaux sur 
cette matière me fait espérer que l’Académie me permettra d’entrer, 
à ce sujet, dans quelques détails. 

Jusqu’ici, en considérant les intégrales définies qui se rapportent 

OEuvres de C. — S. I, t. X, 


20 
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aux divers points d’une courbe ferihée décrite par un point mobile 
dont les coordonnées rectangulaires représentent la partie réelle d’une 
variable imaginaire x et le coefficient de dans cette variable, 
j’avais supposé que, dans chaque intégrale, la fonction sous le signe / 
reprenait précisément la môme valeur lorsque, après avoir parcouru 
la courbe entière, on revenait au point de départ. Mais rien n’empéche 
d’admettre que, dans une telle intégrale, la fonction sous le signe J , 
assujettie, si l’on veut, à varier avec x par degrés insensibles, acquiert 
néanmoins des valeurs diverses à diverses époques où la valeur de x 
redevient la même. C’est ce qui arrivera, en particulier, si la fonction 
sous le signes J, assujettie à varier par degrés insensibles avec la posi- 
tion du point mobile que l’on consitlère, renferme des racines d’équa- 
tions algébriques ou transcendantes. Alors, si le point mobile parcourt 
plusieurs fois de suite une même courbe, les racines comprises dans 
la fonction dont il s’agit pourront varier avec le nombre des révolu- 
tions qui ramèneront le point mobile à sa position primitive O, do 
telle sorte qu’une racine d’une équation donnée pourra se trouver 
remplacée, après une révolution accomplie, par une autre racine de la 
môme équation. Par suite, la fonction sous le signe J , que l’on doit 
supposer complètement déterminée au moment du départ, pourra être 
remplacée, après une ou plusieurs révolutions, par des fonctions nou- 
velles. Alors aussi le nombre des révolutions pourra exercer une in- 
fluence marquée sur la valeur de l’intégrale définie obtenue, et cette 
intégrale sera généralement elle-même une fonction de la variable x 
qui, variant avec x par degrés insensibles, pourra néanmoins, à di- 
verses époques, acquérir diverses v!>leurs correspondantes à une seule 
et même valeur de a:. Il y a plus : si la courbe que l’on considère est 
formée d’une infinité de branches qui viennent toutes se couper au 
même point O, et si, dans ces diverses révolutions, le point mobile 
parcourt successivement ces diverses branches, les diverses valeurs 
de l’intégrale, correspondantes à une même valeur de x, pourront 
être en nombre infini; et, par suite, si le nombre des révolutions reste 
illimité, la valeur de l’intégrale sera, dans certains cas, complètement 
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indéterminée. Mais cela n’empêchera pas l’intégrale d’acquérir, apres 
une seule révolution du point mobile, une valeur déterminée; et ce 
qui mérite d’étrc remarqué, c’est que cette valeur sera, pour l’ordi- 
naire, dépendante de la position du point mobile et indépendante, 
sous certaines conditions, de la forme de la courbe. En effet, si cette 
forme vient à varier par degrés insensibles, la valeur de l’intégrale ne 
sera point altérée, pourvu que la fonction sous le signe J reste finie 
et continue en chacun des points successivement occupés par la 
courbe variable. Cette proposition, qui subsiste dans le cas même où 
l’on remplace la courbe donnée par un polygone, permet de transfor- 
mer les intégrales qui correspondent à des courbes quelconques, fer- 
mées ou non fermées, en d’autres intégrales correspondantes à des 
lignes droites. Elle permet aussi de reconnaître dans quels cas les 
théorèmes relatifs à la décomposition des intégrales prises entre des 
limites réelles peuvent être éteadues aux intégrales prises entre des 
limites imaginaires. Enfin, elle permet de reconnaître sans peine la 
nature des fonctions inverses de celles qui représentent des intégrales 
définies données, ou plutôt des fonctions que les géomètres ont dési- 
gnées sous ce nom, et qui ne sont, en réalité, que des intégrales 
d’équations différentielles. Dans le cas où ces fonctions sont pério- 
diques, on peut, à l’aide de la proposition énoncée, calculer facilement 
ce que l’on nomme leurs indices de périodicité, ainsi que les diverses 
valeurs de la variable qui rendent ces fonctions milles ou infinies. Ces 
valeurs étant une fois connues, si les fonctions dont il s’agit ne de- 
viennent discontinues qu’en devenant infinies, alors, pour les décom- 
poser en fractions rationnelles, ou pour les transformer en produits 
composés d’un nombre infini de facteurs, il suffira ordinairement de 
reccmrir aux règles que fournit le calcul des résidus, telles que je les 
ai données dans le second et le quatrième Volume des Exercices de Ma- 
thématiques ( ’ ). 

( * ) OEuvres de Cauchy ^ S. II, T. VII et IX. 
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Analyse. 

La position d’un point mobile P étant déterminée dans un plan, à 
l’aide de coordonnées rectilignes ou polaires, ou de toute autre na- 
ture, concevons que l’on trace, dans ce plan, une courbe fermée, et 
nommons «'rare de cette courbe mesuré positivement dans un sens 
déterminé à partir d’une certaine position initiale O du point mo- 
bile P. Soient d’ailleurs u, v, w, ... des variables qui changent de 
valeurs d’une manière continue avec la position du point mobile, et, 
en faisant coïncider ce point avec l’extrémité de l’arc s, prenons 

(i) k=: U du + Vdv ^\V dw + . . 

ü, V, W, ... étant des fonctions de «, v, w, ... tellement choisies, que 
la somme U c/m •+• V -h W rfw» -t- . . . soit une différentielle exacte. . 
Enfin, nommons ç le contour ou périmètre de la courbe fermée, et 
S l’aire qu’enveloppe cette courbe; désignons par (S) la valeur qu’ac- 
quiert l’intégrale j kds lorsque le point mobile P, ayant parcouru le 
contour entier ç de l’aire S, revient à sa position primitive; et conce- 
vons que l’on fasse varier la surface S, en modifiant par degrés insen- 
sibles la forme de la courbe qui l’enveloppe sans que cette courbe 
cesse de passer par le point O. D’après ce qui a été dit dans les séances 
du 3 .août et du 21 septembre, les variations de la surface S et de son 
enveloppe n’altéreront pas la valeur de l’intégrale (S), si la fonction 
de.M, V, w, .... représentée par la lettre k, reste finie et continue en 
chacun des points successivement occupés par la courbe variable. 
D’ailleurs, cette condition étant supposée remplie, la fonction k peut, 
au moment où le point mobile P revient à sa position primitive, ou 
reprendre sa valeur initiale, ou acquérir une valeur nouvelle. Nous 
allons examiner successivement ces deux cas, très distincts 1 un de 
l’autre, et indiquer en peu de mots les résultats dignes de remarque 
auxquels on se trouve conduit par cet examen. 

Soit OO'O". .. la courbe décrite par le point mobile P. Si la fonc- 
tion k reprend la même valeur au moment où le point P revient à sa 
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position primitive O, alors la valeur AT de l’intégrale (S) sera indépen- 
dante de cette position primitivement assignée au point mobile sur la 
courbe qu’il décrit; et si, en partant de la position O, le point mobile 
parcourt une, deux, trois fois, etc. de suite le contour entier do 
l’aire (S),’ l’intégrale J' kds acquerra successivement les valeurs 

K, 2K, iK 

Si, d’ailleurs, on pose 

( 2 ) t j k ciSy 

A et t seront des fonctions de la variable s, liées h cette variable de 
telle manière que, aux accroissements 

Ç, 2 Ç, 3 • • • 

de la variable correspondront les accroissements 

a; 2 a, 3a, ... 

de la variable la fonction A restant invariable. 

Prenons maintenant, pour fixer les idées, 

(3) X— /(.r)D,a:, 

X étant une variable imaginaire, liée par Téquation 

(4) 1 

à deux variables réelles a, S, considérées comme propres à représenter 
les coordonnées rectangulaires du point mobile P. La formule ( 2 ) sera 
réduite à 

( 5 ) tz=z C /(x)DsXds. 

Si, d’ailleurs, la fonction /{x) ne devient discontinue qu’en devenant 
infinie pour certains points isolés C, C', G", . . . situés dans l’intérieur 
de l’aire ç, et si à chacune des valeurs de a; qui rendent /(a?) infinie 
correspond un résidu déterminé, si. enfin l’arc s se mesure positive- 
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ment dans un sens tel que le point, P ait autour de la surface S un 
mouvement de rotation direct, alors, d’après ce qui a été dit dans la 
séance du ai septembre, on aura 

(G) 

la somme qu’indique le signe ^ s’étendant aux seules racines de 
l’équation ^ qui correspondront à des points situés dans l’in- 

térieur do l’aire S. Donc, si l’on nomme 

I I' l" 

les valeurs diverses du produit auv/ — (/(n?)), correspondantes 
aux divers points isolés C, C', C", . . ., la valeur de K sera de la forme 

le nombre des termes compris dans le second membre étant précisé- 
ment égal au nombre des points isolés qui seront renfermés dans l’in- 
térieur de l’aire S. Si ce dernier nombre se réduit à l’unité, on aura 
simplement K— 1. 

Ainsi que nous l’avons remarqué dans la séance du 3 août, la 
courbe OO'O". .. pourrait être remplacée par un polygone curviligne 
ou même rectiligne. Considérons, en particulier, la dernière hypo- 
thèse, et nommons O. O', O", ... tes sommets du polygone supposé 
rectiligne. Soient d’ailleurs a, b, c, g, b les valeurs réelles ou ima- 
ginaires de a; qui correspondent à ces sommets; et, afin de ne laisser 
subsister aucune incertitude sur le sens attaché à la notation 



dans le cas où les limites a, b deviennent imaginaires, concevons que 
l’on se serve toujours de cette notation pour désigner le résultat de 
l’intégration rectiligne appliquée à la différentielle /{x)dx. Alors, 
comme on le reconnaîtra sans peine, si l’on fait coïncider successive- 
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ment le point mobile P avec les points O', O" la valeur de l’inté- 

grale t, déterminée par la formule ( 5 ), sera représentée, dans le pre- 
mier cas, par le premier terme de la suite 



f /{x)dx, f f{x)dx’. 


dans le second cas, par la somme des deux premiers termes; dans le 
troisième cas, par la somme des trois premiers termes, etc.; et, lorsque 
le point mobile P sera revenu à sa position primitive O, la somm(î 
totale des termes de cette suite représentera la valeur de l’intégrale 


Ç f{x)lisxds=^ K, 

«-'O 


( 8 ) 

en sorte qu’on aura 

(9) /(x)dx-^-J^ /(x)dx-i-...-hJ' f{x)dx + f(x)dx— K. 

Si, pour fixer les idées, on réduit le polygone à un triangle, on trou- 
vera 

(10) f f{x)dx+f f{x)dx+f /{x)dx—K; 

J a 

et, comme on aura généralement 


(>0 


jT f {•’>:) dx — — J" f{x)dx, 


l’équation (lo) donnera encore 


(I2) 


zrzjT f{x)dæ--K. 

Pour que l’équation (12) se réduise à la formule 

(i3) f /{x)dx=r.f f{x)dx^f f(x)dx, 

J a 


il sera nécessaire que K s’évanouisse, c’est-à-dire que l’aire S ne ren 
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ferme aucun point isolé correspondant à<un résidu qui’diifërc de zéro. 
Par conséquent, l’équation (i3) et autres semblables, qui subsistent 
généralement quand il s’agit d’intégrales prises entre des limites 
réelles, ne subsistent plus que sous certaines conditions dans le cas 
où les limites des intégrales deviennent imaginaires. 

Pour montrer une application très simple des formules qui pré- 
cèdent, posons /(a?) = —• Alors on trouvera (/(a?)) = i. Donc, en 
vertu des formules ( 12 ), (i3), on aura 


ou 


j„ j„ -i- j„ ^ 

dx _ dæ Ç^' dx 
J a '~Jn 


suivant que l’origine dos coordonnées sera située en dedans ou on 
dehors du triangle dont les sommets correspondront aux trois points 
a, /y, o; ce qu’on peut aisément vérifier en ayant égard à la formule 


X 


// 


dx 



qui subsiste, quels que soient a et b, lorsque ^ n’est pas réel et nt'*- 
gatif. 

Concevons à présent que l’on difl'érentie l’équation (5) : on obtien- 
dra l’équation différentielle 


(■'O 


dt f{x) dx 


entre les deux variables a?, t. Soient t deux valeurs particulières et 
correspondantes attribuées à ces deux variables. Si ces valeurs, étant 
finies, produisent une valeur finie de la fonction /(a?), alors, en pre- 
nant $, T pour valeurs initiales de x, /, et faisant varier x dans le voi- 
sinage de la valeur initiale Ç, on verra, en vertu de l’équation (i4), 
t varier avec x et f{x) par degrés insensibles. Alors aussi, tant que le 
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module de la différence a? — Ç ne dépassera pas une certaine limite 
supérieure, la valeu.r de t qui, se réduisant à t pour a; = ?, aura la 
double propriété de varier avec a? par degrés insensibles et de vérifier 
l’équation (i4)* sera une valeur unique qui pourra être également 
fournie par l’intégration rectiligne ou curviligne. Si, pour fixer les 
idées, on pose t = o et 5 = a, en sorte que la valeur initiale de x soit 
précisément celle qui correspond au point O; si, d’ailleurs, on nomme 
X la valeur de a? correspondante à celui des points isolés C, C', C", . . . 
qui est le plus voisin du point O; alors, en supposant a? choisi de ma- 
nière que le module de a; — a reste inférieur à celui de x — a, on 
pourra déterminer la valeur de / qui doit se réduire a zéro pour a? = «, 
non seulement à l’aide de la formule (5), que fournira une intégration 
curviligne, mais encore a l’aide de la formule 

(l5) 

do 

à laquelle on arrive quand l’intégration devient rectiligne. Supposons 
maintenant que, en opérant comme on vient de le dire, on passe non 
seulement des valeurs initiales t à des valeurs très voisines, mais 
(incore de celles-ci à d’autres qui en diffèrent très peu, etc. En con- 
tinuant de la sorte, et en donnant la plus grande extension possible 
aux résultats ainsi produits par la variation de a?, on obtiendra une 
infinité de systèmes de valeurs des variables x, /, et la valeur de i en 
X sera déterminée par une formule ou par un système de formules 
dont chacune fournira pour valeur de l une fonction continue de la 
variable x. Le système de ces formules est ce que nous appellerons 
Vintégrale complète do l’équation (i4); une seule d’entre elles repré- 
sente ce que nous avons appelé Vintégrale relative à a?, puisque, en 
vertu de cette dernière intégrale, t doit, non seulement varier avec x 
par degrés insensibles, mais encore acquérir une valeur unique pour 
chaque valeur donnée de x. Au contraire, en vertu de l’intégrale com- 
plète, t sera généralement une fonction multiple de la variable x. 
Ajoutons que l’intégrale complète, correspondante à des valeurs ini- 
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tiales données de x, t, ne sera point modifiée si l’on prend pour va- 
riable indépendante x, au lieu de r, en considérant l’équation (i4) 
comme propre à déterminer, non plus t en fonction de x, mais d? en 
fonction de i. 

La fonction /(x) étant donnée, il sera facile de trouver les diverses 
valeurs de l qui, en vertu de l’intégrale complète, correspondront à 
une même valeur de x. Concevons, pour fixer les idées, que, en pre- 
nant O et a pour valeurs initiales de t et de x, on veuille calculer les 
diverses valeurs de t correspondantes à la valeur a de x, c’est-à-dire 
au point 0. 11 suffira, pour y parvenir, de ramener une ou plusieurs 
fois le point mobile P à sa position primitive O, après lui avoir fait 
décrire chaque fois une courbe fermée qui enveloppe un ou plusieurs 
des points isolés C, C', C", et, comme, à chacune des révolutions 
du point P, la valeur de t se trouvera augmentée de la somme de plu- 
sieurs des termes 

/ /' i" 

OU d'une telle somme prise en signe contraire, suivant que le point P 
aura tourné dans un sens ou dans un autre autour de la courbe qu’il 
aura décrite, les diverses valeurs de t, correspondantes à la valeur a 
de X, seront évidemment comprises dans la formule 

(i6) t — ±mI±m'I'±z/n''I’±..., 

m, ni', m", . . . étant des nombres entiers quelconques. Par suite aussi, 
à une valeur quelconque de x correspondront diverses valeurs de t 
que l’on obtiendra en ajoutant U l’une quelconque d’entre elles toutes 
celles que fournit l’équation (i6). 

Les constantes réelles ou imaginaires, désignées dans la formule (i6) 
par les lettres /, /', /", . . . , représentent ce qu’on appelle les indices de 
périodicité de x considéré comme fonction de t. Si, dans ces indices de 
périodicité, les parties réelles et les coefficients de i u’ofiTrent pas 
des valeurs numériques dont les rapports soient entiers ou rationnels, 
alors, dans t considéré comme fonction de x, en vertu de l’intégrale 
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complète de l’équation (t4). la partie réelle ou le coefficient de \/— i 
sera une quantité absolument indéterminée. Mais on ne pourra plus 
en dire autant de l’intégrale relative à x qui offrira, pour chaque 
valeur donnée de x, une valeur unique et déterminée de l, ni de 
l’intégrale relative à t, qui offrira, pour chaque valeur donnée de t, 
une valeur unique et déterminée de x. 

Il importe de voir dans quels cas l’intégrale complète de l’équa- 
tion (i4) se réduit, soit à l’intégrale relative à <, soit à l’intégrale 
relative à x. Ce problème est facile à résoudre, d’après les principes 
que nous venons d’établir. Ainsi, en premier lieu, pour que l’inté- 
grale complète ne diffère pas de l’intégrale relative à x, il sera néces- 
saire et il suffira qu’à chaque valeur finie de x corresponde généra- 
lement, en vertu de l’intégrale complète, une seule valeur de v, par 
conséquent, il sera nécessaire et il suffira que la valeur de l fournie 
par l’équation (i6) s’évanouisse, quelles que soient les valeurs attri- 
buées aux nombres entiers m, m', m'\ .... C’est ce qui arrivera si 
chacune des constantes /, /', /", . . . s’évanouit, ou, en d’autres 
termes, si chacun des résidus partiels de la fonction f{x) se réduit 
à zéro. 

En second lieu, pour que l’intégrale complète de l’équation (i4) 
ne diffère pas de son intégrale relative à t, il sera nécessaire et il suf- 
fira qu’à chaque valeur finie de t corresponde, en vertu do l’inté- 
grale complète, une seule valeur de x. Or c’est ce qui arrivera géné- 
ralement quand on se placera dans le voisinage d’une valeur de t qui 

produira une valeur finie de x et do *■> comme nous l’avons 

supposé, la fonction f{x) est du nombre de celles qui ne deviennent 
discontinues qu’en devenant infinies. D’ailleurs, comme on peut le 
démontrer, la valeur do x fournie par l’intégrale complète sera dis- 
continue dans le voisinage de toute valeur de t qui rendra x infinie, 

si le rapport . n’est pas une fonction continue de la variable x 

/(ï) 

dans le voisinage de la valeur zéro de cettè même variable. Donc l’in- 
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tégrale complète ne différera pas de l’intégrale relative à t, si des deux 

rapports 

I 



le premier est une fonction toujours continue de x, et le second une 
fonction de x qui reste continue dans le voisinage de la valeur o attri- 
buée à la variable x. Ces conditions seront remplies, par exemple si 
l’on pose f{x) = ou, plus généralement, si l’on prend pour 

-r,-^ une fonction de x, linéaire ou du second dcirré. 

Observons encore que, dans le cas où l’intégrale complète ne diffère 
pas de l’intégrale relative à t, la valeur de x fournie par cette intégrale 
est nécessairement une fonction de t qui ne devient discontinue qu’en 
devenant infinie. Cette circonstance permet ordinairement de trans- 
former la fonction dont il s’agit, à l’aide des formules que donne le 
Calcul des résidus, et de la décomposer en fractions rationnelles, ou 
bien encore de la représenter par une fraction dont chaque terme est 
te produit d’un nombre infini de facteurs. 

Retournons maintenant à la formule (2); mais supposons que, au 
moment où le point mobile P revient à sa position primitive, la fonc- 
tion k, placée sous le signe J^, acquière une valeur nouvelle. Suppo- 
sons d’ailleurs cette fonction k toujours assujettie à varier avec x par 
degrés insensibles. La valeur K de l’intégrale (S) ne sera plus indé- 
pendante de la position O primitivement assignée au point mobile sur 
la courbe qu’il décrit. Il y a plus : comme, d’après une révolution du 
point mobile, la fonction K aura changé de valeur, si l’on nomme 

K, AT-r/C, K -h K, -h K, „ ... 

les valeurs successives qu’acquerra l’intégrale 



quand le point mobile P, après avoir effectué une, deux, trois, . . . révo' 
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lutions dans la courbe qu’il décrit, reprendra sa position primitive, les 
valeurs de K, AT,, . . . , évidemment déterminées par les formules 


(•7) 

K- f\ds, 

K,— kds, 

^3; 

/ kds. 






ne seront pas généralement égales entre elles. Néanmoins, si, après 
un certain nombre de révolutions du point mobile, la fonction k 
reprend la valeur qu’elle avait d’abord, à partir de cet instant les 
termes de la série 

K, K„ K„ ... 

se reproduiront périodiquement dans le même ordre, quelle que soit 
d’ailleurs la position initiale O du point mobile P. Donc alors, en vertu 
de l’intégrale complète de l’équation (i 4 ). ^ sera une fonction pério- 
dique de t. Quant aux indices de périodicité, ils ne seront plus géné- 
ralement représentés par des résidus, mais par des intégrales définies 
qui pourront se déduire du tbéorème énoncé au commencement de 
cet article; savoir, que, si la courbe enveloppe de la surface S vient à 
varier sans cesser de passer par le point O, l’intégrale (S) ne variera 
pas, pourvu que la fonction k reste finie et continue en chacun des 
points successivement occupés par la courbe variable. 

Los principes que nous venons d’établir sont particulièrement 
applicables au cas où, dans l’intégrale (a), la fonction sous le 
signe j renferme des racines d’équations algébriques ou transcen- 
dantes. Supposons, pour fixer les idées, k déterminé en fonction 
de X par l’équation (3) jointe aux deux suivantes : 

(1 8 ) 

(19) F(a;,y)r^o, 

dans lesquelles î{x,y), F(æ!,j') désignent des fonctions toujours con- 
tinues dex,y. Si l’on nomme 

7lf /i» /a. ••• 

les diverses valeurs de 7 tirées de l’équation ( 19 ), les valeurs corres- 
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pondantes de /{oc), savoir 
( 20 ) ...» 

seront ordinairement des fonctions qui éprouveront des changements 
hrusques, pour des valeurs de x correspondantes, non plus à des 
points isolés, mais a tous les points situés sur certaines portions de 
lignes droites ou courbes. Or cet inconvénient sera évité si., au lieu 
de prendre pour f{x) un terme de la série (20), on considère, dans 
l’équation (18), y comme une fonction de x assujettie : 1® à vérifier 
l’équation (19); 2® à varier avec a? par degrés insensibles, et si d’ail- 
leurs on suppose connues les valeurs initiales Ç, yj de o? et de j cor- 
respondantes à la valeur initiale t de la variable t. Alors les seules 
valeurs de x qui rendront la fonction k discontinue seront celles qui 
la rendront infinie. Alors aussi la considération de ces valeurs de x 
et des points isolés qui leur correspondent fera connaître la nature 
de la fonction de t qui devra représenter x, en vertu de l’intégrale 
complète de l’équation (i4)> et permettra do transformer en inté- 
grales définies rectilignes, par conséquent en intégrales définies 
relatives à x, les valeurs de Ky K„^ . . . fournies par les équa- 
tions (17). 

(]e que je viens de dire fournit, si je ne me trompe, la solution com- 
plète des graves difficultés que présente la théorie des fonctions ellip- 
tiques, considérée comme une branche du Calcul infinitésimal, ou 
bien encore la théorie des intégrales abéliennes; et, en faisant dis- 
paraître ces difficultés que M. Eisenstein a très bien signalées dans 
le tome XXVII du Journal de M. Crelle {voir aussi le tome X du 
Journal de Mathématiques y publié par M. Liouville), les principes 
ci-dessus exposés rectifient des notions erronées jusqu’ici trop faci- 
lement admises par les géomètres. On voit que la fonction de /, 
improprement appelée la fonction inverse de l’intégrale (i 5 ), est en 
réalité la valeur de x fournie par l’intégrale complète de l’équa- 
tion (i 4 )> et que l’on peut déduire de la formule ( 5 ) la nature et 
les propriétés de celte même fonction, ses divers indices de périodi- 
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cité si elle est périodique, etc. On voit encore que, si la fonction /{x) 
renferme des racines d’équations algébriques ou transcendantes, si 
l’on a, par exemple, f{x) — t{x,y), y étant l’une des racines y^, 
j'a, ... de l’équation (19), on devra soigneusement distinguer l’inté- 
grale obtenue dans le cas ob la racine serait toujours la même de 
l’intégrale obtenue dans le cas où l’on assujettirait i{x,y) à varier 
avec X par degrés insensibles. On peut aisément vérifier la justesse 
de ces conclusions en particularisant la forme des fonctions repré- 
sentées par /(a?), f(a;,y) et F(<r,y) dans les formules générales 
ci-dessus établies, ainsi que je le ferai dans un autre article. Je me 
bornerai, pour l’instant, à indiquer les applications très simples que 
l’on peut faire de ces formules aux deux exemples suivants. 

Ce qu’on a nommé l’inverse de l’intégrale définie 



n’est même pas la valeur de x tirée de l’intégrale complète do l’équa- 
tion différentielle 

dx — \fi — X* dt, 

mais la valeur de x que fournira l’intégrale complète de l’équation 
différentielle 

dx — y dt, 

si l’on assujettit la nouvelle variable j à vérifier l’équation finie 

x^-v-y*~ I ; 

a® à varier avec x par degrés insensibles, et si l’on assujettit, de plus, 
x,y, t à prendre simultanément les valeurs initiales 

x~o, y = i, < = o. 

Ce qu’on a nommé la fonction inverse de l’intégrale 
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k étant réel et < i, n’est même pas la valeur de x tirée de l’intégrale 
complète de l’équation différentielle 

dx ~ sl(\ — X*) (I — k*x‘) dt, 

mais la valeur de x que fournira l’intégrale complète de l’équation 
différentielle 

dx—ydt^ 

si l’on assujettit la variable y : i® k vérifier l’équation finie 

— X^)(l — k*X^); 

2^ k varier avec a? par degrés insensibles, et si l’on assujettit, de plus, 
a:, J, l k prendre simultanément les valeurs initiales 

Xz=zO, 

Dans ces deux exemples, il résulte de la forme des équations diffé- 
rentielles que l’intégrale complète ne diffère pas de l’intégrale rela- 
tive k /. 

11 est bon d’observer qu’k la formule (19) on pourrait substituer 
une équation différentielle entre x et y. Ainsi, en particulier, on 
pourrait, dans le premier exemple, substituer k l’équation finie 

^ „ J 

l’équation différentielle 

X dx y dy :=:z Oy 

OU, ce qui revient au même, assujettir a?, 7, t k vérifier les deux équa- 
tions différentielles 

dx—y dty dy — — xdt. 

Observons enfin que, en suivant les règles ci-dessus tracées, on a 
généralement l’avantage d’opérer sur des équations différentielles qui 
ne renferment plus de fonctions irrationnelles, ni de radicaux. 
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346 . 

Calcul intégral. — Mémoire sur la continuité des fonctions qui repré- 
sentent les intégrales réelles ou imaginaires d*un système d* équations 
différentielles, 

G. R., T. XXIII, p. 70'jt (i2 octobre 1846). 

Un grand nombre de formules relatives à la transformation des 
fonctions, par exemple celles qui servent à les développer en séries 
ordonnées suivant les puissances ascendantes des variables, subsistent 
sous la condition que les fonctions restent continues. Il importait donc 
d’examiner sous le rapport de la continuité les fonctions qui repré- 
sentent les intégrales d’un système d’équations dilférentielles. Tel est 
l’objet du présent Mémoire. 

Pour qu’une fonction donnée de la variable x reste continue dans le 
voisinage d’ftne valeur réelle ou imaginaire attribuée à cette variable, 
il est nécessaire et il suffît : que, dans ce voisinage, la fonction 

obtienne, pour chaque valeur de a?, une valeur unique et finie; que 
la fonction varie avec x par degrés insensibles. La seconde condition 
peut d’ailleurs être remplie sans que la première le soit, et alors la 
fonction que l’on considère est une fonction multiple dont les diverses 
valeurs peuvent être considérées comme représentant diverses fonc- 
tions continues de la variable x. C’est en particulier ce qui arrive, 
conformément à ce qui a été dit dans le précédent Mémoire, si la 
dérivée de la fonction donnée devient infinie pour certaines valeurs 
de a?, ou si cette dérivée renferme des racines d’équations algébriques 
ou transcendantes qui soient assujetties à varier par degrés insen- 
sibles avec la valeur de x, 

xConsidérons maintenant un système de n équations différentielles 
du premier ordre qui renferment, avec une variable indépendante 
/i variables indépendantes a, J, 5 , ... assujetties à prendre certaines 
valeurs initiales ?, v), !^, ... pour une certaine valeur t de la variabbî 
Supposons d’ailleurs que, dans la variable /, la partie réelle et le coef- 

OKuvres de C. — S. I, t. X. 32 
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ticient de \/—i soient regardés comme propres à représenter les 
coordonnées rectangulaires d’un point P, mobile dans un plan hori- 
zontal. Enfin soit O la position du point P correspondante à la valeur 
initiale t de la variable indépendante. Si les fonctions X, Y, Z, ... 
de x,y, Z, auxquelles se réduisent, en vertu des équations dif- 

férentielles données, les dérivées des variables x, y, z, . . . , prises par 
rapport à l, restent finies et continues dans le voisinage de la valeur t 
de l, alors, en s’appuyant sur les principes exposés dans mon Mémoire 
de i835 ('), on reconnaîtra, non seulement que, en vertu des équa- 
tions différentielles données, on peut passer du système des valeurs 
initiales des variables à un nouveau système qui corresponde à un 
nouveau point O' très voisin du point O, mais encore que les inté- 
grales ainsi obtenues seront indépendantes, du moins entre certaines 
limites, du mode d’intégration employé et même du choix de la 
variable indépendante. Concevons, d’ailleurs, que, en opérant de la 
même manière, on passe du système des valeurs Aa x*, y, z, l 
correspondantes au point O', à un nouveau système de valeurs qui 
correspondent à un nouveau point O" très voisin de O', et continuons 
de la sorte. Les points O, O', O", ... auxquels on parviendra succes- 
sivement se trouveront sur une certaine ligne droite ou courbe, et, si 
l’on nomme P un point mobile qui prenne successivement les diverses 
positions ü, O', O", . . . , les valeurs de x, y, z varieront avec t par 
degrés insensibles, tandis que le point mobile P se mouvra sur la 
courbe OO'O"..., pourvu que, en chaque point de cette courbe, les 
variables x, y, z, . . . acquièrent des valeurs Unies, dans le voisinage 
desquelles les fonctions X, Y, Z, . . . restent elles-mêmes finies et con- 
tinues. On pourra d’ailleurs supposer que la courbe O O' O". . . se pro- 
longe indéfiniment dans le plan horizontal quj la renferme, et rien 
n’empêchera d’admettre qu’elle est du nombre des courbes qui se 
coupent elles- mêmes en un ou plusieurs points. Les formules qui 
fourniront tous les systèmes de valeurs des variables auxquelles on 


(V) OEuvrex de Cauchy^ S.» 11^ T, XI. 
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pourra ainsi parvenir en partant de valeurs initiales données, quelles 
que soient d’ailleurs la nature et la forme de la courbe OO'O". . . indé- 
iiniment prolongée, représenteront ce que nous nommerons les inlè- 
grahs complètes des équations différentielles proposées. Ces intégrales 
seront généralement indépendantes du mode d’intégration adopté, et 
même du choix de la variable par rapport à laquelle on intégrera. De 
plus, comme, dans le cas où la courbe OO'O"... se coupe elle-même, 
le point P, en reprenant deux ou plusieurs fois la même position, 
peut correspondre chaque fois à un nouveau système de valeurs des 
variables dépendantes x, y, z, ..., il est clair que, en vertu des 
intégrales complètes d’un système d’équations différentielles, les 
valeurs des variables dépendantes seront des fonctions multiples 
de /, du genre de celles qui se trouvent représentées par des inté- 
grales dont les dérivées renferment des racines d’équations algé- 
briques ou transcendantes. Effectivement ces valeurs de x, y, z, ... 
pourront être regardées comme des intégrales définies, relatives à des 
arcs de courbes tracées dans le plan qui renferme le point mobile, 
et, à ce titre, ainsi que nous l’expliquerons dans un prochain article, 
elles jouiront des propriétés des fonctions que nous avons considérées 
dans le précédent Mémoire. 


347 . 

Gaixcl intégral. — Mémoire sur les diverses espèces d’intégrales 
d’un système d’équations différentielles. 

C. R., T. XXIII, p. 729 {19 octobre 1846). 

Considérons n-hi variables x, y, z, ...,/, et supposons que ces 
variables doivent, non seulement vérifier n équations différentielles 
du premier ordre, mais encore prendre simultanément certaines 
valeurs initiales. En appliquant aux équations différentielles données 



172 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

l’intégration rectiligne ou curviligne, on pourra passer du système 
de valeurs initiales de a?, y, 5, / à un second système de valeurs 

nouvelles, très voisines des premières, puis de ce second système à 
un troisième, Si, en continuant de la sorte, on donne aux inté- 

grales obtenues la plus grande extension possible, elles deviendront 
ce que nous avons appelé les intégrales complètes des équations diffé- 
rentielles données. Ces intégrales complètes varient et se modifient, 
quand on vient à changer le système des valeurs initiales attribuées 
aux diverses variables; mais elles restent les mêmes, quel que soit le 
mode d’intégration adopté, et quelle que soit la variable que l’on con- 
sidère comme indépendante. En général, elles ne coïncident qu’entre 
certaines limites avec ce que nous avons appelé les intégrales relatives 
à lune des variables considérée comme indépendante; et, tandis que 
les intégrales relatives à /, par exemple quand elles sont le produit 
d’une intégration rectiligne, fournissent, pour une valeur donnée 
de /, une valeur unique de chacune des variables a?, j, 5, ..., les 
intégrales complètes, au contraire, résolues par rapport a ces der- 
nières variables, en fournissent communément des valeurs multiples. 
Sous peine d’introduire une étrange confusion dans l’Analyse infini- 
tésimale, il importe de bien distinguer ces deux espèces d’intégrales, 
ainsi que les intégrales relatives a diverses variables indépendantes; 
(‘t c’est pour n’avoir pas fait cette distinction que, dans l’Analyse 
transcendante, les géomètres sont parvenus très souvent à des for- 
mules qui ne s’accordent point avec celles qu’ils avaient prises pour 
point de départ. Les difficultés qui en résultent deviennent surtout 
sensibles quand on considère des équations différentielles dans les- 
quelles les variables sont séparées, ce qui permet d’effectuer l’inté- 
gration à l’aide d’intégrales définies. C’est particulièrement ce qui 
arrive dans la théorie des fonctions elliptiques et des intégrales 
abéliennes, quand on envisage cette théorie comme une branche du 
Calcul intégral; et, comme l’a très judicieusement observé M. Eisen- 
stein dans un Mémoire que renferme le Journal de M. Liouville, on 
est alors conduit à des conclusions qui sont en contradiction mani- 
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feste avec les définitions que l’on a posées. Ainsi, par exemple, dans 
la théorie des fonctions elliptiques, on commence par définir le sinus 
de l’amplitude d’une variable t comme la fonction inverse d’une cer- 
taine intégrale définie relative à x\ puis on prouve ensuite que cette 
fonction inverse x est périodique, et même doublement périodique ; et 
cette proposition contredit la définition adoptée, puisqu’il est impos- 
sible d’admettre qu’une intégrale définie, dont la valeur est unique, 
olfre néanmoins une infinité de valeurs distinctes. Pour éviter de se 
trouver en présence de semblables difficultés, M. Eilenstcin a pro-» 
posé de fonder, comme je l’ai fait moi-même en i843, la théorie des 
fonctions elliptiques sur la considération des produits composés d’un 
nombre infini de facteurs. La principale difTércncc qui existe entre la 
marche suivie par M. Eisenstein et celle que j’avais tracée consiste 
en ce qu’il prend pour point de départ, non pas les produits infinis 
simples, auxquels j’avais donné le nom de factorielles géométriques, 
mais les produits, infinis doubles, dans lesquels on peut décomposer 
ces produits infinis simples à l’aide des formules relatives aux fonc- 
tions circulaires. 

Au reste, au lieu d’éluder les difficultés de la question, je les aborde 
de front dans ce nouveau Mémoire; et je prouve que l’on peut, sans 
contradiction, établir la théorie des fonctions elliptiques ou même 
des transcendantes d’un ordre plus élevé sur la considération des 
intégrales définies, ou plus généralement des intégrales d’un sys- 
tème d’équations difl'érenticlles. Seulement il faut alors abandonner 
les définitions précédemment admises, et leur substituer des défini- 
tions nouvelles. Ainsi, par exemple, le sinus de l’amplitude d’une 
variable t ne sera plus la fonction inverse de l’intégrale définie 
ci-dessus mentionnée, et relative à x, mais la fonction inverse d’une 
autre intégrale définie produite par une intégration curviligne; ou, 
ce qui revient au même, ce sinus sera la valeur de x que fournit l’in- 
tégrale complète d’une équation dilférenticlle de laquelle on tire la 
première intégrale définie, quand on cherche, non l’intégrale com- 
plète, mais l’intégrale relative à t, en la déduisant de l’intégration 
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rectiligne. On voit, par cet exemple, combien il importe de comparer 
entre elles les diverses espèces d’intégrales qu’admet une équation 
(lUrérenlielle, ou un système de semblables équations, et surtout d’in- 
diquer une méthode à l’aide de laquelle on puisse déduire les inté- 
grales complètes des intégrales produites par une intégration recti- 
ligne, relative à l’une des variables considérée comme indépendante. 
On trouvera, dans mon Mémoire, des théorèmes généraux qui, en 
permellant de résoudre ce problème dans un grand nombre de cas, 
me paraissent devoir contribuer notablement aux progrès de l’Analyse 
infinitésimale. 

Analyse. 

§ I. — Si/r les intégrales limitées d'un système d* équations différentielles. 
Soient 

X, y, s, t 

n 4- 1 variables assujetties : à vérilier n équations différentielles 

(lu premier ordre; 2^ il varier ensemble par degrés insensibles et îi 
prendre siinultanéinent certaines valeurs initiales 


10» C» • • • ♦ 

Kn considérant t comme variable indépendante, on pourra présenter 
les équations différentielles données sous la forme 

r, Z, . . . étant ou des fonctions explicites des variables x, y^ 
5, /, ou, du moins, des fonctions implicites dont les valeurs 

seront celles que fourniront les équations différentielles données 

quand on y remplacera par la lettre X, par la lettre K, 

Si CCS mômes équations fournissaient pour X, F, Z, . . . plusieurs 
systèmes de valeurs distinctes, alors à chacun de ces systèmes cor- 
respondrait un système particulier d’équations différentielles repré- 
sentées par les formules (t). 
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Concevons maintenant que* u désignant une fonction des seules 
variables x, y, z, . . . , on pose 

( 2 ) U + Yhyii + zt).u + . . .)dt. 

Si los fonctions X, Y, Z, . , u restent finies et continues par rapport 
aux variables x, y, s, i dans le voisinage des valeurs initiales 
Y), .... T, alors, comme je l*ai prouvé dans divers Mémoires, la 

série 

(3) //, Vut V*//, 

sera convergente, du moins pour un très petit module de la diffé- 
rence / — et, si l’on représente par 

0// 

la somme de cette série, on aura identiquement 

(4) !)< 0 « 4- 0 // -h KDy 0 w -4- . . . -iz O. 

Si, d’ailleurs, æ, y, 5, . . , , / varient simultanément de manière à véri- 
fier les formules (i), l’équation (4) donnera 

( 5 ) d& u --r O ; 

et, en remplaçant successivement n par œ, par y, par 5, . . . , on tirera 
de la formule (5) 

(6) d&,r O, d^ y - r o, d&z o, .... 

En vertu des équations (5), les fonctions de r, y, . . . , / et t repré- 
sentées par 0j, 0r, ... devront se réduire à des quantités con- 
stantes; et, comme les valeurs initiales de &x, 0j, 05 coïncideront 
avec les valeurs initiales de ^r, j, 5, . . . , puisque 0/^ se réduit géné- 
ralement au premier terme u de la série (3) pour une valeur nulle de 
la différence / — t, les formules (5) donneront 

(7) 0J? = $, 0/— Y), 05 = Ç, 

Telles sont les équations finies auxquelles devront satisfaire, du moins 
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entre certaines limites, les variables cc, y, z, t assujetties : à 
vérifier les formules (i); 2® à prendre simultanément les valeurs ini- 
tiales y], , T. Dans quelques cas spéciaux, par exemple lorsque 

les équations difTércntiellcs proposées seront linéaires et à coefficients 
constants, la série (3) sera toujours convergente, et par suite les for- 
mules (7) s’étendront h des valeurs quelconques de/. Mais, en général, 
ces formules subsisteront seulement pour un module de la différence 
/ — T inférieur h une certaine limite que nous avons appris à calculer, 
et, pour cette raison, nous donnerons aux formules (7) le nom d’m- 
tégrales limitées. 

Observons, au reste, que, en faisant usage de développements en 
séries et démontrant la convergence de ces séries à l’aide du calcul 
que j’ai nommé Calcul des limites, on peut obtenir, sous diverses 
formes, des intégrales limitées des équations (i). D’après ce qui a 
été dit, il est clair que, pour de très petites valeurs du module de 
la diflerence / — t, les valeurs de cc, y, z, . . . , tirées de ces diverses 
intégrales, vérifieront les équations (6) et, par conséquent, les for- 
mules (7). 

Observons encore que, en vertu des principes établis dans le 
Mémoire Sur la nature et les propriétés des racines d une équation 
qui renferme un paramètre variable, les formules (7), résolues par 
rapport aux variables oc, y, z, fourniront, pour chacune de ces 
variables, une valeur unique, du moins quand le module de la dif- 
férence t — T ne dépassera pas une certaine limite supérieure. En 
conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème. — Considérons n -h i variables oc, y, z, ..., t assujetties : 
T® dr vérifier n équations différentielles du premier ordre; 2® à varier 
ensemble par degrés insensibles et à prendre simultanément certaines 
valeurs initiales Y], î, . . . , 'T. Si les fonctions déterminées X,Y, Z, 
qui, en i^ertu de ces équations différentielles, représentent les' dérivées D^x, 
Df J, D^5, ... des variables x, y, z, . . . , restent finies et continues par 
rapport aux variables x, y, z, t dans le voisinage des valeurs ini- 
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tiales Ç, y], Ç, . . . , t; «/ory, un module de la différence ^ — t infé- 
rieur à une certaine limite, on pourra satisfaire aux conditions énoncées 
en attribuant à x, y, z, ... un certain système de valeurs très voisines 

S» Y)» ... ; et ce système de valeurs, qui sera unique, pourra se déduire 

des formules ( 7 ). 

Ajoutons que l’on arriverait à des conclusions toutes semblables si 
l’on cherchait h exprimer, non plus x, y, z, ... en fonction de t, mais 
t, y, Z, ... en fonction de x, et qu’alors, pour un module de la diffé- 
rence X — $ inférieur h une certaine limite, les valeurs de t, y, z, ... 
en X pourraient encore se déduire des formules ( 7 ). 

Remarquons, enfin, que les valeurs des diverses variables, expri- 
mées en fonctions de l’une d’entre elles, par exemple les valeurs de x, 
y, Z, ... exprimées en fonction de t, seront généralement, en vertu 
des formules ( 7 ), des fonctions continues, non seulement de la 
variable t, mais encore des valeurs initiales y), Ç, . t attribuées 
aux diverses variables. 

§ II. — Sur les intégrales rectilignes et curvilignes d*un système 
tV équations différentielles. 

Etant données les équations (i) du § 1 avec les valeurs initiales Ç, 
y], ..., T des diverses variables x, y, z, ..., t, prenons t pour 

variable indépendante. Considérons d’ailleurs dans cette variable, 
qui peut acquérir des valeurs quelconques, réelles ou imaginaires, 
la partie réelle et le coefficient de v/ — i comme propres h représenter 
les coordonnées rectangulaires d’un point mobile dans un plan hori- 
zontal, et nommons O la position de ce point correspondante à la 
valeur T de t. Si les fonctions X, Y, Z, .. . restent finies et continues 
par rapport aux diverses variables quand on attribue a celles-ci des 
valeurs très approchées de leurs valeurs initiales, on pourra, en vertu 
des équations différentielles proposées, ou plutôt en vertu de leurs 
intégrales fournies par l’une des méthodes que nous avons rappelées 

23 
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dans le § I, passer des valeurs initiales Ç, »), . . . des variables dépen- 

dantes X, y, Z, ... A des valeurs très voisines qui correspondront à 
line nouvelle valeur de t très voisine de t, et, par conséquent, à un 
nouveau point O' très rapproché du point O. On pourra de la même 
manière, si les fonctions X, Y, Z, ... restent finies dans le voisinage 
(lu système des nouvelles valeurs de x, y, z, t correspondantes 
au point O', passer de ce nouveau système à un troisième auquel 
répondra un nouveau point O" très voisin de O', etc. En continuant 
ainsi, on obtiendra une série de points O, O', O", .,. que l’on pourra 
supposer situés sur une certaine ligne droite ou courbe O O' O". .. ; et 
si chacun de ces points correspond toujours à des valeurs de x, y, 
Z, t dans le voisinage desquelles les fonctions X, Y, Z, ... restent 
finies et continues, cette série pourra se prolonger indéfiniment. 
Comme d’ailleurs les intégrales trouvées feront connaître les valeurs 
do X, y, Z, ... correspondantes, non seulement aux points O, O', 
O", .... mais encore aux points situés sur la ligne que l’on considère, 
entre O et O', entre O' et O", . . . , il est clair que les valeurs de x, y, 

Z envisagées comme fonctions de i, seront connues pour un point 

quelconque de cette ligne. Les intégrales ainsi produites par une inté- 
gration en ligne droite ou en ligne courbe devront être naturellement 
désignées sous le nom d' intégrales rectilignes ou curvilignes du système 
des équations difl'érentiellcs proposées. Du mode de formation de ces 
intégrales il résulte évidemment que les valeurs qu’elles fourniront 
pour x,y, Z, ... varieront, en général, par degrés insensibles avec la 
variable indépendante t, et, par conséquent, avec la position du point 
mobile P sur la ligne O O' O". 

Les intégrales obtenues seront rectilignes si les valeurs successive- 
ment attribuées à la variable t sont telles que l’argument de la diffé- 
rence t — 'Z reste invariable; elles seront curvilignes dans le cas con- 
traire. 

Lorsque X, Y, Z, ... se réduisent à des fonctions de la seule 
variable t, alors, t étant pris pour variable indépendante, les inté- 
grales rectilignes des équations (i) du § I peuvent être représentées 
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par les formules 


(!) 



y- 



11 y a plus : les valeurs de x,y, z, ... en t, fournies par les intégrales 
rectilignes, devront satisfaire, dans tous les cas, à ces dernières for- 
mules, qui peuvent être considérées comme suffisant à déterminer 
complètement ces valeurs. 

Si l’intégration devient curviligne ou, en d’autres termes, si t varie 
de manière que la ligne 00' O". . . , tracée par le point mobile P, soit 
courbe, alors, en nommant s l’arc de cette courbe mesuré à partir de 
la position initiale 0 du point P, on devra, aux formules (i), substi- 
tuer les suivantes 


( 2 ) 


=/■ 


Y D, t dsj 


r-.=f 


rihtds. 


qui peuvent être considérées comme suffisant à déterminer complète- 
ment les valeurs de x,y, z, 

Si des formules ( 2 ) ou, ce qui revient au même, des intégrales cur- 
vilignes, on veut revenir aux intégrales rectilignes représentées par 
les formules (i), il suffira de remplacer l’arc s par le module de la 
différence t — x, et D,/ par l’exponenticllo trigonométrique qui offre 
pour argument l’argument de cette même différence. 

Jusqu’ici nous avons admis que les fonctions X, Y, Z, ... restaient 
finies et continues par rapport aux variables x, y, z, t, dans le 
voisinage des valeurs correspondantes à chacun des points 0, 0', 
0" ce qui suppose que ces mêmes valeurs restent finies. Admet- 

tons maintenant la supposition contraire, et concevons qu’à un point C 
de la ligne 00' 0". . . corresponde une valeur infinie de quelqu’une des 
variables x, y, z, . . . , ou bien encore qu’en ce point l’une des fonc- 
tions X, Y, Z, ... devienne discontinue. Pour savoir ce qu’alors on 
devra nommer les intégrales rectilignes ou curvilignes des équations 
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diirércntielles proposées, il suflira d’étendre à ce cas-là même les for- 
mules (i) ou ( 2 ), et de considérer encore ces formules comme les 
équations auxquelles devront satisfaire les valeurs de x, y, z, ... 
fournies par ces intégrales. En vertu de l’extension dont il s’agit, 
les i ntgrales rectilignes ou curvilignes prendront une nature sem- 
blable à celle des intégrales définies dans lesquelles la fonction sous 
le signe J' devient discontinue. Si la discontinuité consiste en un 
changement brusque de valeur dans une fonction qui reste finie, les 
intégrales rectilignes ou curvilignes conserveront des valeurs finies 
et déterminées. Mais, si l’une des fonctions X, V, Z ,.. . devient 
infinie, ces intégrales pourront, ou devenir infinies, ou offrir des 
valeurs indéterminées, c’est-à-dire un nombre infini de valeurs parmi 
lesquelles on devra distinguer des valeurs principales. Observons d’ail- 
leurs que les intégrales rectilignes ou curvilignes, quand elles devien- 
dront indéterminées, représenteront une sorte d’intégrales singu- 
lières des équations différentielles données, et correspondront, si la 
ligne 00' O". . . est droite, à certaines directions particulières de cette 
ligne, savoir aux directions qu’elle prendra quand on la fera passer 
par un point C auquel répondra une valeur infinie de quelqu’une des 

fonctions X, Y, Z, Ajoutons que, si à cette direction singulière 

on substitue deux autres directions qui en soient très voisines, les 
valeurs de x, y, z, ..., tirées des intégrales rectilignes, pourront 
varier brusquement, leurs variations pouvant être représentées dans 
beaucoup de cas à l’aide des résidus de certaines fonctions. Pareille- 
ment, si la ligne OO'O". . . , étant courbe, renferme un point C auquel 
réponde une valeur infinie de quelqu’une des fonctions X, Y, Z, ..., 
alors il suffira souvent de faire subir à cette ligne de très légers chan- 
gements de forme, ou même de position, en la faisant tourner d’une 
quantité très petite autour du point 0, pour que les valeurs de x, 
y, z, ..., tirées des intégrales curvilignes, éprouvent des variations 
brusques et instantanées. 

Pour appliquer ces principes généraux à un exemple très simple, 
supposons que les formules (i) du § I soient réduites à la seule équa- 
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tion (lifTérenticilc 

( 3 ) — 

et prenons o, i pour valeurs initiales des variables x, t. L’intégrale 
rectiligne de cette éq^uation différentielle sera 



Dans ce mêihe cas, la fonction X, réduite à deviendra infinie pour 
t = o. Cela posé, soient O, G les points correspondants aux valeurs i 
et O de t. Si la droite 00' ne passe pas par le point G, et si l’on fait 
varier t à partir de sa valeur initiale i, la valeur correspondante de x 
fournie par l’intégrale rectiligne 

( 4 ) x~\t 

variera, par degrés insensibles, avec Il y a plus : cette valeur de x 
variera encore par degrés insensibles quand la droite 00' tournera 
autour du point 0, dans un sens ou dans un autre, en décrivant un 
très petit angle. Mais il n’en sera plus de même si l’on fait prendre 
à la droite 00' la position singulière OC, et si, en même temps, on 
attribue à t une valeur négative — a, a étant un nombre quelconque. 
Alors, en effet, l’intégrale définie 



deviendra indéterminée, sa valeur principale étant la; et si, en fai- 
sant varier infiniment peu la direction de 00', on pose successive- 
ment 

— 1 a-e e y'— i , 

£ étant un nombre infiniment petit, on obtiendra deux nouvelles va- 
leurs de X très distinctes de la, savoir 

l(— a — ey/— i) et l(— a + «y/^- 1) 
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ou, k très peu près, 

la — Tty/ — I et la+irv^ — i. 

Observons d’ailleurs que ces deux valeurs offriront pour demi-somme 
la valeur la correspondante à la direction OC, la différence entre cha- 
cune d’elles et la étant égale, au signe près, au produit 

En terminant ce paragraphe, il est bon de rappeler que les inté- 
grales rectilignes d’un système d’équations différentielles sont géné- 
ralement modifiées quand on change de variable indépendante. Il y a 
plus : elles se trouvent souvent modifiées quand, aux valeurs initiales 
des variables, on substitue d’autres valeurs qui-vérifient ces mêmes 
intégrales. Ainsi, par exemple, quoiqu’un satisfasse a la formule (4) 
en posant 

.néanmoins l’intégrale rectiligne qu’on déduit de l’équation (3), en 
prenant ces valeurs de t et de a; pour valeurs initiales, savoir 



est distincte de la formule (4), et ne s’accorde avec elle que pour des 
valeurs de l’argument de t, renfermées entre les limites — -f- t:. 

§ III. — Sur les intégrales complètes d’un système d’équations 
différentielles. 

Supposons que, en prenantr t pour variable indépendante, on ap- 
plique l’intégration curviligne aux équations (i) du § 1. Si l’on 
nomme toujours P le point mobile qui correspond aux diverses va- 
leurs réelles ou imaginaires de t, O la position initiale de ce point, 
00' O". .. la courbe qu’il décrit, et s l’arc de cette courbe mesuré à 
partir du point 0, les intégrales curvilignes des équations données 
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pourront être représentées, comme on l’a dit, par les formules (2) du 
§ II. Observons maintenant que,- dans ces intégrales, l’arc s pourra 
croître indéfiniment, la courbe OO'O". .. pouvant être indéfiniment 
prolongée, et la forme de cette courbe étant d’ailleurs entièrement 
arbitraire. Quelle que soit cette forme, et quel que soit le nombre dos 
circonvolutions à la suite desquelles le point mobile P atteindra une 
position’donnée, les valeurs de a;, y, s , ..., fournies par les intégrales 
curvilignes et correspondantes à des positions très voisines de celles 
dont il s’agit, varieront généralement avec s et « par degrés insen- 
sibles lorsqu’on fera mouvoir le point P sur la courbe qu’il décrivait, 
ou même lorsqu’on fera varier infiniment peu la forme de cette courbe. 
Il n’y aura d’exception à cet égard que dans le cas particulier oü le 
point P, en se mouvant sur la courbe OO'O". . ., finirait par atteindre 
une position à laquelle correspondraient des valeurs infinies de l’une 
des variables .r, y, s, ... ou de l’une des fonctions X, Y, Z, ..., par 
conséquent l’une des positions occupées par les points G, G', G", . . . 
pour lesquels œ, y, z, ... ou X, V, Z, ... deviennent infinies. Or ces 
derniers points sont nécessairement des points isolés. Si l’on faisait 
passer la courbe OO'O"... par l’un d’entre eux, les valeurs de x, y, 
Z, ..., fournies par les intégrales rectilignes, pourraient devenir indé- 
terminées et offrir des valeurs principales qui différeraient notable- 
ment des valeurs correspondantes .à d’autres courbes très voisines. 
Gela posé, concevons que l’on veuille donner aux intégrales curvili- 
gnes la plus grande extension possible, mais cependant avec la condi- 
tion que les valeurs de x,y, z, ... varient par degrés insensibles avec 
la position du point P. Il suffira évidemment d’admettre que l’on fait 
prendre successivement à la courbe OO'O". . . toutes les formes imagi- 
nables, mais en évitant de la faire jamais passer par l’un des points 
isolés G, G', G", . . ., dont elle pourra néanmoins s’approcher indéfini- 
ment. G’est alors que l’on obtiendra ce que nous appelons les intégrales 
complètes des équations différentielles proposées. Ainsi définies, les 
intégrales complètes ne seront point modifiées quand on prendra pour 
variable indépendante, au lieu de t, une quelconque des autres va- 
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riables x, y, z, .... Ajoutons que lés valeurs de x, y, z, ... en t, 
fournies par ces intégrales, seront, en général, des fonctions multi- 
ples de t, souvent même des fonctions qui, pour chaque valeur de t, 
offriront une infinité de valeurs distinctes, ou bien encore une infinité 
(le valeurs très voisines les unes des autres. Mais il peut aussi arriver 
que les intégrales complètes offrent, pour chaque valeur donnée de t, 
une valeur unique, et alors elles coïncident nécessairemcnt*avec les 
intégrales rectilignes relatives à t. C’est ce qui aura lieu, en particu- 
lier, pour une certaine classe d’équations différentielles que nous 
allons indiquer. 

Supposons que, dans les équations (i) du § I, A, F, Z, ... repré- 
sentent des fonctions toujours continues des variables x,y, z, 
c’est-à-dire des fonctions qui restent continues dans le voisinage de 
valeurs finies quelconques attribuées à ces mêmes variables. Alors, en 
vertu des principes que nous avons établis, les valeurs de x,y, z, . . ., 
fournies par une intégration rectiligne relative à l, varieront avec t 
par degrés insensibles et seront fonctions continues de /, à moins que 
t ne s’apptoche indéfiniment d’une valeur à laquelle correspondent 
des valeurs infinies de quelques-unes des variables x,y, z, — Cela 
posé, pour savoir si les intégrales complèt(!s difTerent ou ne dilTèrent 
pas des intégrales rectilignes relatives à t, il suffira évidemment d’exa- 
miner si, quand une ou plusieurs des variables x,y, z, .. . deviennent 
infinies, les inverses de ces variables, représentées par les rapports 

'.,1,1,..., restent fonctions continues de /. Or c’est ce qui arrivera 
Z - 

certainement si la propriété qu’avaient les équations différentielles 
proposées de fournir, pour les. dérivées DtX, D,/, D,3, ... des va- 
riables dépendantes x,y, z, ..., des valeurs représentées par des fonc- 
tions toujours continues, subsiste encore dans le cas où l’on remplace 
celles des variables x, y, z, ... qui deviennent infinies par de nou- 
velles variables a?', y', z' , ... liées aux premières par dos équations de 
la forme 
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Pour éclc'iircir cc qui vient d’etre dit à l’aide d’un exemple très 
simple, supposons que les équations différcnlielles données se rédui- 
sent h une seule équation de la forme 

(i) n. 

Si, dans celte équation, on substitue à la variable x la variable 
x' -» on trouvera 

u: 



('ela posé, pour que l’intégrale complète de l’équation (i) ne diftere 
pas de l’intégrale rectiligne relative à /, il suflira que, des deux expres- 
sions 

la première soit une fonction toujours continu(‘ des variables .r, /, (*t 
la seconde une fonction toujours continue des variables ,r\ /. (l’est 
précisément ce qui aura li(Mi si /(a?, /) est une fonction toujours con- 
tinue de t, (‘t, en meme tejiips, une fonction entière de .r, du premier 
ou du second degré. Ainsi, en particulier, si l’on désigne par f(/), 
F(/) deux fonctions toujours continues dé /, l’intégrale complète de 
l’équation linéaire 

(3) l),.r T-.rf(/) -h- F(^) 

ne différera pas de son intégrale relative à /, et par suite la valeur de 
X que fournira l’intégrale relative à /, savoir 



sera une fonction toujours continue de /. Ajoutons que l’on pourra 
encore en dire autant si, à l’équation (3), on substitue la suivante 

( 5 ) Dt-r 

OJCin'res <ie C. — S. l, t. X. 
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ou, plus généralement, la suivante 

(O) D,.r :r:.r^f(/) 4-.rr,(0-f-f2(0, 

lY/ ), f‘, Ù ), 1^(0 <lésignant trois fonctions toujours continues de /. 

Lorsque les intégrales complètes d’un système d’équations ditfé- 
rentielles ne se (-onfondent pas avec les intégrales rectilignes relatives 
à /, il importe d(‘ comparer entre elles ces deux espèces d’intégrales, 
et surtout de voir comment on peut passer des unes aux autres. Telh» 
(‘s( la question (|ui est traitée dans la dernière Parlie de mon Mémoire, 
et sur laquelle je reviendrai prochainement. 


m. 


Anakysi: MATinlMATiQi i:. - Mémoire sur les râleurs moyennes 

(les fonctions» 

C. I{., r. XXIII, |). 7 |(> ( i«) oclohn' iSp) ). 


Simple énoncé. 


349 . 

(Ym.ccl LNTKOiiAL. - Sur l(*s rapports et les différences (jui eaustent entre 
les intégrales rectilignes d'un système d'éfiuations différentielles et les 
intégndes complètes de ces memes équations» 

C. IC, ï. Win, |). 77 <) (•>.() oclohn» i8|())- 

Dans la dernière, séance, j’ai fait voir combien il importe de distin- 
guer les unes des autri's et de comparer entre elles les diverses espèces 
d’intégrales qu’admet un système d’équations différentielles. J’ai 
ajouté ({lie j’étais parvenu à établir des théorèmes généraux, à l’aide 
desquels on peut effectuer cette comparaison et déduire les intégrales 
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complètes des intégrales produites par une intégration rectiligne, 
relative à Tune des variables considérée comme indépendante. Je vais 
aujourd’hui réaliser la promesse que j’avais faite de revenir sur cette 
question, et montrer comment on peut la résoudre, en s’appuyant sur 
là théorie des intégrales définies singulières et sur la considération 
des fonctions continues. 


Analyse. 

Soient toujours 

•î', V, Z y • • • , f 

n 1 variables assujetties : i“ à vérifier ti équations dilférenticdles du 
premier ordre; a*’ à varier ensembh» par degrés ins(;nsihles et à 
prendre simultanément certaines valeurs initiales 

Ui s* • • • * .• 

En considérant / comme variable indépendante, on pourra prés(»nter 
les équations difrérenti(dlcs données sous la forme 

(I) T),/ -», ü,) i, \)tZ Zy 

A^ F, . étant, ou des fonctions explicites «les variables .r, y y 

^ /, ou du moins des fonctions implicites dont les valeurs seu’oni 

celles que fourniront les équations différentielles quand on y rempla- 
cera \)tX par la lettre .V, r par la lettre )' Si ces mêmes équa- 

tions fournissaient, pour A', F, /, ..., plusieurs systèmes de vabuirs 
distinctes, alors, à chacun de ces systèmes correspondrait, conmu» 
nous l’avons dit, un système parti<‘ulier d’équations diirér(*nti(‘ll(‘s 
représentées par les formules (i ). 

Concevons maintenant que, dans la variable indépendante /, on 
considère la partie réelle et le (îoedicient de y i comme propres à 
représenter les coordonnées rectangulaires d’un point P qui se nuMit 
dans un plan horizontal; et nommons O la position initiale de ce point 
correspondante à la valeur t de /. Supposons encore que l’on joigne 
le point O au point P : par une droite OP; par une courbe 
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00' O". ..P, dont la longueur, mesurée à partir du point 0, soit repré- 
sentée par la l(*ttre .v. Supposons enfin que, dans les équations (i), 
A", F, /, ... représentent des fonctions complètement déterminées des 
variabl(‘s a?, y, r, /. Tandis que Pon prolongera indéfiniment la 
droite OP, ou la courbe 00'. . .P, les variables a?, s, , assujetties’: 
C* à prendre, pour la valeur initiale t de /, les valeurs initiales cor- 
respondantes $, Y], C, ...; 2 ’* à varier avec l ou .v par degrés insensibles, 
et à vérifier les équations (i), seront ce que nous avons appelé les 
intégrales rectilignes ou cimnlignes de ces mêmes équations, et satisfe- 
ront, dans le premier cas, aux formules 

( \i ) X — l z~z ( ^ V cil, y — n f Y cl t, Z — X f Z dl, ... ; 

Jx éx 

dans le second cas, aux formules 

(3) -ri),ç^c/.V, y — 'f\ zi.: j Y\)stds, Z ZDglcis^ .... 

Ajoutons que, si la droite OP ou la courbe 00'. . .P vient à se déplacer 
en tournant d’une quantité très petite autour du point 0, b's vabuirs 
de -, fournies par les intégrales rectilignes ou curvilignes, 
varieront très peu elles-mêmes, à moins que la droite OP, ou la courbe 
00'. . .P, ne passe par un ou plusieurs des points isolés C, C', C", . . . 
auxquels correspondent des valeurs infinies de quelques-unes des va- 
riables a?, y, 5, ..., ou (l(î quelques-unes des fonctions A", Y, Z, 

Quiiui i{U\ intégrales complètes, elles ne seront autre chose que le sysr 
lèiiie de toutes les intégrales curvilignes correspondantes à toutes les 
formes imaginables de la courbe 00 . ..P, ou plutôt à toutes les formes 
que cette courbe pourra prendre, sans jamais passer par Pun des 
points C, C', C", ... dont il lui sera néanmoins permis de s’approcher 
indéfiniment. Cette restriction est nécessaire lorsqu’on veut con- 
server aux intégrales complètes la propriété remarquable de fournir, 
pour les variables indépendantes æ, y, z, . . . , des valeurs qui varient 
toujours par degrés insensibles avec la variable indépendante /, quelle 
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que soit d’ailleurs la variation réelle ou imaginaire de ou, ce qui 
revient au même, quelle que soit la direction suivant laquelle se dé- 
place le point mobile P. 

Ces définitions étant admises, et l étant toujours considéré comme 
variable indépendante, supposons que, à l’aide d’un procédé quel- 
conque, on ait obtenu les intégrales rectilignes des équations ( i ), et 
soient 

(4) J 4; O, 

ces memes intégrales. Soient encore 

a:, .T, ... 

les fonctions de i auxquelles se réduisent 

A\ r, Z, ... 

quand on y substitue les valeurs deo?, j, s, ... tirées des formules ('j)* 
On aura identiquement 

(5) 0(1) -'-f -X-dt, yj t) - n f rj dl, '-z-f%dt 

T 'T ‘-T 

Soient, d’autre part, rla longueur du rayon vecteur OP, ol p l’angb* 
polaire qu’il décrit, cet angle étant mesuré à partir de la direction pri- 
mitive du rayon, c’est-à-dire à partir de la direction de la tangente 
menée par te point O à la courbe 00' P. On aura 

(G) /•cA'v'-'; 

(ît, dans cette dernière formule, l’angle d’abord positif, pourra, ou 
croître indéfiniment, si le rayon vecteur r tourne toujours dans le 
même sens autour du point 0, ou bien, après avoir cru pcmdant un 
certain temps, décroître ensuite. II. y a plus : l’angle p pourra subir 
des accroissements et décroissements alternatifs, en vertu desquels il 
acquerra une infinité de valeurs positives ou meme négatives. Ajou- 
tons qu’à ces accroissements ou décroissements correspondront, pour 
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le rayon vecteur r, des mouvements de rotation qui s’effectueront en 
sens contraires, et en vertu desquels il pourra reprendre plusieurs fois 
une direction donnée. 

Cela posé, considérons le rayon vecteur OP ou r parvenu dans une 
position telle que, avant de l’atteindre, il ait toujours tourné dans le 
même sens, en décrivant un angle inférieur à quatre droits. Nom- 
mons S l’aire comprise entre la courbe 00 ... P et la droite OP. Le 
c(»ntouren partie curviligne, en partie rectiligne, qui terminera cette 
aire, sera un contour fermé; et, si l’on nomme (S) ce que devient 
l’intégrale 

f X-l),tds, 


quand on la suppose étendue à tous les points de ce contour, c’est- 
à-dire quand on considère la droite PO comm(‘ propre à r(*présenter le 
prolongement de l’arc ,v, on aura évidemment 


( 7 ) 



-V 



X dl. 


Supposons d’ailleurs que les fonctions X, Y, Z, ... restent finies et 

continues par rapport aux variables x,y,z t dans le voisinage de 

valeurs liées entre elles par les équations ( 4 ) et correspondantes à un 
point quelconque de la surface S. Alors les fonctions de /, désignées 
par-v., -T, %, ..., resteront elles-mêmes finies et continues dans le voi- 
sinage d’une valeur de t correspondante à un point quelconque de 
cette surface; et, en vertu de ce qui a été dit dans la séance du i août 
dernier, on aura 

(S) (S)r^o; 

par suite, la formule ( 7 ) donnera 



et, comme on obtiendra des résultats semblables en remplaçant 
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par Sft par 2>. • • •. on lrouvera définitivement 

X~dl, f .JU,tds:r: 

*'0 

ou, ce qui revient au même, eu égard aux équations ( >), 

(il) 9(0 Ç— / rVÏ)i^^/.v, xiO - ~ f 

•''a • « 

Or il suit des formules (ï i) que les valeurs de æ, y, z fournies 

par les équations (\), satisfont aux formules (3). Ces valeurs repré- 
senteront donc, non seulement les intégrales rectilignes, mais encore 
les intégrales curvilignes des équations (i), et même elles seront h^s 
seules que pourra fournir l’intégralion curviligne, lorsque, en par- 
lant du point O pour arriver au point P, on suivra la courbe 00 . . . P, 
puisque, dans tous les points de cette courbe, elles produiront des va- 
leurs finies 3*, o, ... des fonctions .V, T, Z, ..., qui, par hypo- 
thèse, resteront continues dans le voisinage do ces mêmes points (roir 
le théorème des pages conséquence, on pourra énonc(‘r 

la proposition suivante : 

fiiKonKME I. — Supposons les n -f- r iHiriables ,r, . . ., / assujeUies : 

y’ à vérifier les é(piations ( i), dans lesquelles X, K, Z, . . . désignent des 
fonctions déterminées de .r, r, 5, ...*/; 2 ’^ à varier ensemble par degrés 
insensibles et à prendre simultanément les valeurs initiales yj, . . ., T. 
Considérons d'ailleurs, dans la variable /, la partie réelle et le coefficient 
de \j ~ i comme propres à représenter les coordonnées rectangulaires d 'un 
point P qui se meut dans un plan horizontal, et nommons O la position 
initiale de ce point correspondante à la valeur t de t. Enfin représentons 
les intégrales rectilignes des équations ( i ) par les formules (^y); joignons 
le point 0 au point P : i ^ par la droite O P ; 2 ” par une courbe 0 ()' ... P ; sup- 
posons le rayon mobile OP parvenu dans une position telle que, avant de 
l'atteindre, il ail toujours tourné dans le même sens en décrivant un angle 
inférieur à quatre droits ; et nommons S la surface que terminent, d'une 
part, ce rayon vecteur, d' autre part, la courbe 00'. . .P. Si les fonctions 
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X, V, Z, ... restent finies et continues par rapport aux variables x, y, 

s t, dans le voisinage de valeurs liées entre elles par les formules (/| ) 

et correspondantes à un point quelconque de la surface S, les valeurs de 
X, y, s, données par ces formules, coïncideront, pour chaque point 
de la courbe 00'. . . P, avec les valeurs de x, y, z, ... que l'on déduirait 
de l’intégration curviligne, en faisant décrire cette courbe au point mo- 
bile. 

Corollaire. - - Soit H un point situé sur la courbe 00' ... P, entre les 
deux points extrêmes 0, P, et nommons s, t les valeurs de s, t corres- 
pondantes au point R. La formule (9) donnera 


( I '! ) 


( X.n,tdt z: I -X-dt. 

•''t 


De plus, si l’on nomme 8 l’aire que terminent, d’une part, les rayons 
vecteurs OR, OP, d’autre part, la portion de courbe RP, et si l’on 
nomme (-s) ce que devient l’intégrale 


/‘a- Dst ds 


quand on la suppose étendue à tous les points du contour de la sur- 
face s, on aura évidemment 


(i3) ■X.dt-h I XT)jd.s- f Xdl, 

J-Ç t/j, 

et à la formule (S ) on pourra joindre la suivante : 

(<4) ('S) = o; 

or, de cette dernière, jointe à la formule (i3), on tirera 

( 1 5 ) f ' e\f \}gl ds — Ç .V dt — Ç éV" dt J 

X •- T 

et il suiFira, évidemment, de combiner entre elles, par voie d’addi- 
tion, les formules (12) et (i5), pour retrouver l’équation (9). 

Ce n’est pas tout. La démonstration que nous venons de donner de 
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la formule (i5) continuera évidemment de subsister, si le rayon vec- 
teur r, après avoir tourné dans un sens pour atteindre la direction OR, 
tourne en sens contraire pour atteindre la direction OP; et, commet 
les formules (12) et (i5), combinées entre elles par voie d’addition, 
reproduisent toujours l’équation (9), il est clair que cette dernière 
équation doit être étendue, avec le théorème I, au cas où le rayon vec- 
teur r, avant d’atteindre sa position finale, tourne d’abord dans un 
sens, puis en sens contraire. 11 y a plus : si, avant d’atteindre sa posi- 
tion finale, le rayon vecteur OP tourne alternativement dans un sens 
et dans un autre plusieurs fois de suite, on pourra diviser l’arc s en 
plusieurs parties, dont chacune soit comprise entre deux points telle- 
ment choisis, que le rayon vecteur tourne toujours dans le même sens 
quand son extrémité passe d’un de ces points à l’autre; et, pour 
retrouver alors le théorème I, il suffira de combiner entre elles, par 
voie d’addition, les diverses formules correspondantes aux diverses 
parties de l’arc '5. En conséquence, on peut énoncer la proposition 
suivante : 

Théorème II. — Les mêmes choses élant posées que dans le théorème /, 
avec cette seule différence que, avant d* atteindre sa position finale, le rayon 
vecteur OP lourne tantôt dans un sens, tantôt dans un autre, en décrivant 
des angles quelconques, nommons h la portion de surface plane dont les 
divers points sont précisément ceux que rencontre dans son mouvement le 
rayon vecteur OP. Si les fonctions X, Y, Z, . restent finies et continues 
par rapport aux variables x, y, z, . . . , dans le voisinage de valeurs 
liées entre elles parles formules ( 4 ) et correspondantes à un point quel- 
conque de la surface S, les valeurs de x, y, z, . . . , données par ces for- 
mules, coincideront , pour chaque point de la courbe 00'. ..P, avec les 
valeurs de x, y, z, . . . , que Von déduirait de V intégration curviligne, 
en faisant décrire cette courbe au point mobile. 

Corollaire. — Il est important d’observer que le théorème précédent 
subsisterait dans le cas même ou le contour 00'. ..P serait en partie 
rectiligne et en partie curviligne, par exemple dans le cas où ce con- 

OKuvres de C. — S. L, t. X. ^5 
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leur .se composerait d’un rayon vecteur 00' mené du point 0 au 
point 0', et d’une portion de courbe O'P tracée entre les points 0' 
et P. 

Kn s’appuyant sur les théorèmes que nous venons d’établir, on 
résout facilement la question suivante : 

Problème. — Les lettres X, K, Z, . . . étant des fonctions déterminées , 
des variables y, z, . . . , t, supposons que les intégrales rectilignes des 
équations (i) soient connues et représentées par les formules (4). Suppo- 
sons encore que, les variables x, y, z, , . . , t étant liées entre elles par les 
formules (4). les fonctions X, Y, Z, ...ne deviennent discontinues quen 
devenant infinies, pour certaines valeurs particulières de t correspondantes 
à certains points isolés G, G', G", .... On demande les intégrales curvi- 
lignes, correspondantes à une courbe OO'O", ... tracée arbitrairement 
dans le plan qui renferme le point mobile P, et prolongée indéfiniment, à 
partir du point 0. 

Solution. — Les valeurs initiales des variables étant supposées les 
memes dans l’intégration rectiligne et dans l’intégration curviligne, il 
résulte du théorème II que les intégrales curvilignes se confondront 
avec les intégrales rectilignes jusqu’au moment où le rayon vecteur r, 
mené du point 0 à la courbe, rencontrera un ou plusieurs des points 
isolés G, G', G", . par exemple le point G. Nommons R la position 
que prendra en ce moment l’extrémité P du rayon vecteur, et R', R" 
deux positions infiniment voisines situées, l’une en deçà, l’autre au 
delà de la position R. Soient enfin x, y, z, ... les valeurs de x,y, z, ... 
fournies par les équations (4) au moment où le point mobile P atteint 
la position R ou plutôt la position R'. Le rayon vecteur r continuant à 
se mouvoir, le point mobile P passera de la position R' à la position 
infiniment voisine R", à laquelle correspondront, en vertu de l’intégra- 
tion curviligne, des valeurs de x^y, z, .. . qui différeront infiniment 
peu de X, y, z, — Mais il n’en sera plus de même des valeurs de x, y, 
Z, ... fournies par l’intégration rectiligne; et pour que, dans le pas- 
sage du point 0 au point R", l’intégration rectiligne reproduise des 
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valeurs de x,y,z, ... sensiblement égales à x, y, z, ...» il sera néces- 
saire que, en partant du point O, l’on attribue aux variables dépen- 
dantes X, y, Z, ..., non plus les valeurs initiales Ç, ïj, mais 

d’autres valeurs initiales 5 ,. r),, Ajoutons que, pour obtenir 

ces dernières, il suilira évidemment d’appliquer l’intégration recti- 
ligne aux équations (i), en faisant mouvoir le point P sur la ligne 
droite R" 0 , et le ramenant ainsi de la position R" à la position O. 

Les valeurs y],, Ç,, ... étant déterminées, si on les prend pour 
valeurs initiales, les valeurs générales de x, y, z, que produira 
l’intégration rectiligne, seront données, non plus par les équations (4). 
mais par des équations du même genre, 

(16) y=:Xi(0. - = 

en vertu desquelles a;, j', s, ... se réduiront à Ç,, y),, ... pour / = 

et, si l’on replace le point mobile P dans la position R, ou plutôt dans 
la position infiniment voisine R", ces équations reproduiront précisé- 
ment les valeurs x, y, z, ... des variables x,y, z, .... Si l’on suppose 
ensuite que le point P, poursuivant sa route primitive, se meuve sur 
le prolongement de la courbe 00 '. ..R, les intégrales curvilignes cor- 
respondantes à cette courbe sc confondront, en vertu du théorème II, 
avec les intégrales rectilignes représentées par les formules (i6), jus- 
qu’au moment où le rayon vecteur OP rencontrera de nouveau un 
point isolé. Alors, en raisonnant comme ci-dessus, on sc trouvera 
conduit à substituer aux formules (i6) d’autres formules du même 
genre, 

(17) j?=:<p,(<), y = xM, 5 — 

en vertu desquelles x,y, z, ... acquerront, pour t = i, certaines va- 
leurs $2, Y]j, ^2* • • • généralement distinctes de $, y), Ç, . . • d de y;,. 
Ç,, ...; et il est clair que, en continuant do la sorte, on finira par 
obtenir, pour un point quelconque de la courbe 00' 0". . . , les valeurs 
cherchées de a;, 7, 3, .... 

Les intégrales curvilignes des équations (i) étant ainsi connues, 
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quelle que soit d’ailleurs la courbe suivie par le point mobile P« on 
connaîtra, par suite, les intégrales complètes, c’est-à-dire le système 
des intégrales curvilignes relatives à toutes les formes que cette courbe 
pourra prendre, sans jamais passer par l’un des points isolés C, C', 
(7', ... dont il lui sera néanmoins permis de s’approcher indéfini- 
ment. 

Dans d’autres articles, j’examinerai, en particulier, ce qui arrive 
quand X, Y, Z, ... sont des fonctions non plus explicites, mais impli- 
cites de X, y, Z par exemple des fonctions dont les valeurs. 

assujetties à varier par degrés insensibles avec x, y, z, . . . , doivent 
vérifier certaines équations algébriques ou transcendantes; et je mon- 
trerai, par des applications diverses, l’utilité des formules générales 
que je viens d’établir. 


350 . 


Astronomik. — Méthodes nouvelles pour la détermination des orbites 
des corps célestes, et, en particulier, des comètes. 

C. Tl., T. XXIII, j). 887 (i() novembre 1846). 


Dans les calculs relatifs à la détermination de l’orbite que décrit un 
corps céleste, par exemple une comète, on doit distinguer deux espèces 
de quantités. Les unes, savoir la longitude et la latitude géocentriques 
de la comète, et leurs dérivées prises par rapport au temps, sont immé- 
diatement fournies par les observations, ou, du moins, s’en déduisent, 
pour une époque donnée, avec une exactitude d’autant plus grande, 
que le nombre des observations faites à des époques voisines est plus 
considérable. La comète étant censée décrire une section conique, et 
les quantités dont je viens de parler, ou plusieurs d’entre elles, étant 
supposées connues, les autres quantités, par exemple la distance de la 
comète à la Terre, ou plutôt la projection de cette distance sur le plan 
de l’écliptique, l’inclinaison de l’orbite, la direction de la ligne des 
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nœuds, etc., se déduisent des équations du mouvement, a l’aide de 
formules approximatives ou exactes. Parmi les formules approxima- 
tives, on doit remarquer celles qu’ont données Lambert, Olbcrs, Le- 
jçendre, et, en dernier lieu, MM. de Gasparis et Michal. Parmi les for- 
mules exactes, on doit distinguer celles auxquelles sont parvenus 
Lagrange, Laplace et M. Gauss. Lagrange et Laplace ont ramené le 
problème à la résolution d’une équation du septième degré. Celle qu(‘ 
M. Gauss a trouvée est du huitième degré, mais, peut être réduite, 
comme l’a remarqué M. Binet, dans un Mémoire que renferme le 
Journal de V Ecole Polytechnique, à l’équation déjà mentionnée du sep- 
tième degré. D’ailleurs cette équation, comme l’a reconnu M. Gauss, 
offre quatre ou six racines imaginaires. Ajoutons que les coenicients 
qu’elle renferme peuvent être déterminés, au moins approximativi^- 
ment, a l’aide de trois observations de la comète. Mais comme, dans 
le cas où trois racines sont réelles, deux orbites différentes peuvent 
satisfaire h la question, il en résulte que, pour obtenir, dans tous les 
cas, une orbite complètement déterminée, on doit supposer connin*s 
au moins quatre observations faites à des époques voisines, ou plutôt 
les quantités dont les valeurs approchées peuvent être calculées à 
l’aide de ces quatre observations. J’ai cherché, en admettant C(*ltt‘ 
supposition, un moyen simple de résoudre le problème. Les astro- 
nomes apprendront, je l’espère, avec plaisir, qu’on peut, dans tous 
les cas, le réduire à la résolution d’une seule équation du premi(*r 
ilegré. 

J’ajouterai que, en supposant connues les seules quantités dont la 
détermination approximative peut s’effectuer à l’aide de trois obser- 
vations, je ramène le problème a la résolution d’une seule équation 
du troisième degré. 

Analyse. 


Prenons pour plan des x^y le plan de l’écliptique, pour demi-axes 
des O? et J positives, les droites menées du centre du Soleil aux pre- 
miers points du Bélier et du Cancer, et supposons les z positives 
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mesurées sur une perpendiculaire au plan de 1 écliptique du côté du 
pôle boréal. Soient d’ailleurs 

J» 5 les coordonnées de la planète ou de la comète que l’on consi- 
dère; 

/• la distance de cette comète au Soleil ; 

X, y les coordonnées de la Terre; 
fi la distance de la Terre au Soleil; 

TJ la longitude héliocentrique de la Terre; 

a, 0 la longitude et la latitude géocentriques de la comète; 

t la distance de la Terre à la comète; 

P la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique. 

On aura 

(0 .r ^ \ pcosa, X -hpsina, -3 =::: p lanj^ô 

et 

(2) X=:/?COSTÏT, y — 

De plus, en prenant pour unité de masse la masse du Soleil, et pour 
unité de distance la distance moyenne de la Terre au Soleil, on aura 
encore 

(3) + 
et 

( 4 ) l)*x+~=:o, D*y4-^--0. 

Or, des formules (3), jointes aux équations (i) et (4), on tire 

(5) ü,p = ^p, I)?p + 2^/yp, 

les valeurs des coellicients A, C étant déterminées par le système 
des formules 

/a\ i L'x -4- [D -- (])<«)*] cosa •— (DJa H- 2/1 D^a) sina — O, 

(o) < 

( C'y ■+- [B — (Dj«)’] sina + (l)?« + 2/1 D/a) cos« = O, 

/t0 + 2/ii),0-)-D/*e = o, 


( 7 ) 
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et la valeur de 0 étant 

(®) 0 =:tang 0 . 

D’ailleurs on tirera des formules (i) et (2) 

(9) r* = /?*-{- 2/?p cos (a — Bi) -h (i 4 - 0 *)p*. 

Connaissant le mouvement de la Terre, on connaît par suite, h une 
époque quelconque, les valeurs des quantités x, y, R, cr. D’autre part, 
les valeurs des quantités a, 0 et les dérivées de ces quantités, difle- 
rentiées par rapport au temps, peuvent se déduire, pour une époque 
donnée, d’observations faites à des époques voisines, avec une exacti- 
tude d’autant plus grande, que le nombre des observations est plus 
considérable. On peut y parvenir à l’aide de la formule d’interpolation 
due à Newton et employée par Laplace. ou mieux encore, à l’aide de 
celles que j’ai données dans un Mémoire lithographié h Prague, v\\ 
ï 837 , et réimprimé dans le Journal de M. Liouville (’). 

Les valeurs de 

a, D/a, DJ a, 9, DfO, \)f0 

étant connues, les équations (6) et (7) détermineront les coellicienls 
A, //, C, et l’on pourra dès lors tirer des formules ( 5 ) et (9) b^s va- 
leurs de 

p, /•, Dfp, DJp. 

Si l’on considère en particulier la dernière des équations ( 5 ), il siiHira 
d’en éliminer p ou r à l’aide de la formule (9) pour obtenir l’équation 
en r ou P que donnent Lagrange et Laplace, et qui est du septième 
degré. 

Concevons maintenant qu’à la première des équations ( 5 ) on joigne 
sa dérivée 

DJ P A D| P 4- P D/ A ; 

on en conclura 

(10) DJp==:(.P 4 -D,/l)p. 


(*) Œuvres de Cauchy, S. U, T. II. 
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D’ailleurs, les deux dernières équations (5) donnent 

(,,) D?P=:(5- i-Cp)p. 

Kn égalant l’une à l’autre les deux valeurs précédentes de D?p, on 
trouvera 

(lîs) D — A^—\),A — 

Telle est l’équation du premier degré qui fournira immédiatement la 
valeur de l’inconnue p. 

Pour tirer pratiquement de l’équation (12) la valeur de p, c’est- 
à-dire la distance d’une comète ou d’une planète à la Terre, ou plutôt 
la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique, il est néces- 
saire de connaître au moins quatre observations complètes, afin que 
l’on puisse calculer au moins approximativement les dérivées du troi- 
sième ordre de a et de 0, contenues dans la valeur de D,A. 

Au reste, lorsqu’il s’agit d’une comète, et que l’orbite est supposée 
parabolique, on peut, des formules (5) et (9) jointes à l’équation des 
forces vives, déduire facilement une équation nouvelle qui, étant seu- 
lement du troisième degré par rapport à l’inconnue p, ne renferme 
plus les dérivées du troisième ordre D’a, D’ô. On y parviendra, en 
ell'et, en opérant comme il suit. 

Soit a le demi grand axe de l’orbite décrite. On aura généralement 

(i3) i = 7 ~ (1><7)*- (!)/«)’• 

D’ailleurs, de l’équation (i3), jointe aux formules (i) et à la première 
des formules (5), on tirera 

( 1 4 ) ” " ~ H- A. -f- p ® p*, 

les valeurs de A>, nb, e étant 
I X = (D/x)*-+-(D,y)’, 

<J '»)!> =: (A cos« — gln«D,«) DjX -t- (A sin« -i- cosa D<«) D/y, 

( e = (D, «)*-(- (AS -+-D/0)«. 


(. 5 ) 
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Si l’orbite décrite se réduit à unc^parabole, en sorte qu’on ait ~ — o* 
l’équation (ï 4) donnera simplement 

(lO) =rJl,-|-'Üi,pH-ep2. 

D’autre part, la derniere des équations ( 5 ), présentée sous la forme 

et combinée, par voie de multiplication, avec l’équation (9), donnera 
r “ ( 7 /^ 27?pcos(a --gj) -h (i-4-0®)p\l. 

Donc, eu égard à l’équation on aura 

(18) 2 ^^3 -H Cp'j 2/?p cos (a — GJ) -h (IH- 0 *)p*] - X -h ItUp 4 - 0 p^ 

Telle est l’équation du troisième degré, h l’aide de laquelle on déduira 
facilement la valeur de la distance p des valeurs de a, 0 et de leurs 
dérivées du premier et du second ordre, quand l’astre donné sera une 
comète dont l’orbite sera sensiblement parabolique. 

11 est bon d’observer que, si, en nommant oj la vitesse de la comète, 
on pose 

(19) 

on aura, eu égard aux formules (9) et (10), 

( il ~ 9 . Hp COS( 3C — GJ ) ( l 4- 0- ) p‘S 

(20) \ 

(il 3p'-, 

et, en vertu de la formule (i 3 ), 

( 9, 1 ) -- ~ 4- £ 2 . 

^ ' r a 

Or, en dilférentiant la première des équations (19) et la formule (21), 
on trouvera 

3/‘ D</’ Z- D^il, — D/i2, 


OFMvres de C. — S. 1, t. X. 


26 
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et, par suite, 

( 23 ) 



De cette dernière formule, combinée avec l’équation (f7), on tire 


(33) -t- Cp^ D/A -H D(i 2 — O. 

D’ailleurs, A et û seront déterminées en fonctions de p par les for- 
mules (20), et, en vertu de ces formules, jointes à la première des 
équations ( 5 ), D,A, D,û seront, ainsi que A et ü, des fonctions en- 
tières de p, du second degré. Donc l’équation ( 23 ) sera du troisième 
degré en p; et cette équation, qui subsistera, dans le cas même où 
l’astre donné cessera d’étre une comète, et où l’orbite cessera d’être 
parabolique, pourra être substituée avec avantage à l’équation (18). 
Ajoutons que l’équation ( 23 ), comme l’équation (18), renferme seu- 
lement, avec les angles a, 0, leurs dérivées du premier et du second 
ordre, c’est-à-dire des quantités dont les valeurs approchées peuvent 
être déterminées à l’aide de trois observations. 


351 . 


Mécanique appliquée. — Rapport sur le système proposé par M. de Jouffroy, 
pour les chemins de fer. 

C. R., T. XXIII, p. 911 (16 novembre 1846). 


Prévenir et diminuer le plus possible les graves accidents qui, trop 
souvent, compromettent la vie des voyageurs sur les chemins de fer, 
tel est surtout le but que M. de Jouffroy s’est proposé d’atteindre, à 
l’aide du nouveau système qu’il a présenté à l’Académie, et que nous 
avons été chargés d’examiner. Les principales différences qui existent 
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entre ce système et ceux qu’on emploie le plus généralement sont les 
suivantes. 

Dans les systèmes communément adoptés, chaque locomotive com- 
prenant la chaudière qui renferme la vapeur est portée par quatre ou 
six roues, deux d’entre elles étant les roues motrices qui, à chaque 
coup de piston, exécutent une révolution complète. Chaque wagon est 
porté par quatre roues. Ces diverses roues, munies de rebords de o"*, o 3 
de hauteur, courent sur deux rails saillants, à surface bombée, en 
tournant avec les essieux. La distance entre les deux rails est d’en- 
viron i'“, 5 o. Mais les wagons et leurs marchepieds débordent de 
chaque côté, de telle sorte que la largeur totale de la voie est d’en- 
viron 3 '“. Le centre de gravité des wagons chargés est situé au-dessus 
des essieux, et à plus de i”‘, 5 o au-dessus du sol. Enfin la hauteur 
totale de ceux-ci est de 3 “ environ. 

Dans le système de M. de Jouffroy, trois rails sont établis sur chaque 
voie. Les deux rails latéraux, qui supportent les roues des wagons et 
les quatre petites roues de la locomotive, sont écartés à 2"*, Go l’un de 
l’autre, et offrent des rebords intérieurs dont la saillie est de o"', 12. 
Les deux roues motrices de la locomotive sont remplacées par une 
seule roue d’un grand diamètre et à large jante, qui roule sur le troi- 
sième rail établi au milieu de la voie, à o "',25 au-dessus des rails laté- 
raux. Les wagons, portés chacun sur deux roues qui tournent autour 
de leurs fusées, sont réunis deux à deux par une articulation verti- 
cale. En vertu de ces dispositions, les essieux ne tournent pas et res- 
tent indépendants l’un de l’autre. La locomotive se compose de deux 
trains, dont le premier, armé de la roue motrice, porte les cylindres, 
tandis que le second porte la chaudière. Ces deux trains sont unis par 
une articulation de o"*, 80 à 1“ de hauteur. L’articulation qui unit deux 
wagons est plus longue encore, et sa hauteur est de i'",7o. Les couples 
de wagons se rattachent les uns aux autres, et la locomotive se rat- 
tache elle-même au tender par l’intermédiaire de doubles ressorts 
articulés. Le diamètre des roues des wagons qui, dans les systèmes 
adoptés en France, ne dépasse pas i'“, est augmenté et porté à i“, 5 o 
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environ. Le centre de gravité des wagons chargés est abaissé presque 
au niveau des essieux, et leur hauteur est réduite à 2'", à partir de la 
voie. En vertu d’un mécanisme particulier, qui ne gêne en rien les 
mouvements des wagons dans l’état normal, des freins se trouvent, 
lorsqu’un choc survient, appliqués et pressés fortement entre les 
jantes des roues des wagons, afin que le convoi s’enraye de lui-même 
si une circonstance imprévue fait naître quelque danger. Enfin, un 
autre mécanisme et d’autres freins que dirige le conducteur permet- 
tent a celui-ci, non seulement d’enrayer à volonté la roue motrice et 
le dernier des wagons, mais encore d’isoler immédiatement les wagons 
et de les rendre indépendants les uns des autres. 

Après avoir mis sous les yeux des Commissaires un petit modèle 
propre à donner déjà quelque idée du système que nous venons de 
décrire, M. de Jouflroy s’est déterminé à le réaliser en grand; et, pour 
en faire mieux ressortir les propriétés, il a, dans cette réalisation, 
cherché a réunir les principales difficultés que l’on peut avoir à sur- 
monter dans la pratique. Dans un espace fort resserré, il a fait con- 
struire une voie circulaire de i2“*, 5 o de rayon, sur laquelle sont éta- 
blis les trois rails dont nous avons parlé. Le rail central, de forme 
parallélépipédique, a pour section transversale un carré dont le côté 
est de o*'*,i 3 et porte des stries d’environ o*”,oo 5 de profondeur. 
D’ailleurs la voie circulaire offre une rampe dont l’inclinaison est 
de o'“,o 3 o par mètre. Enfin, pour combattre l’effet de la force cen- 
trifuge, on a élevé le rail extérieur à o*”,o(> au-dessus du niveau du 
rail intérieur. 

Quant à la grande roue motrice, elle offre un diamètre de 2“’, 20. Sa 
jante en bois se compose de trente-six pièces, placées dans le sens du 
bois debout, et serrées entre deux joues de métal qui, débordant de 
o'", 10, embrassent le rail du milieu. Les deux trains dans lesquels 
se divise la locomotive pèsent chacun 6000^». Ajoutons que des bielles, 
mues par le piston, transmettent leur mouvement de rotation a la roue 
motrice, non pas directement, comme dans les locomotives dont on 
fait généralement usage, mais indirectement par l’intermédiaire d’un 
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arbre horizontal et de deux engrenages qui ne fonctionnent jamais 
simultanément. H en résulte que, la vitesse du piston restant la même, 
la roue motrice peut acquérir deux vitesses très distinctes l’une de 
l’autre. Pour la locomotive que nous avons eue sous les yeux, des deux 
vitesses qui correspondent à un coup de piston par seconde, la plus 
petite serait de 20'*"' par heure, et la plus grande de 40''"'. 

Les Commissaires ont vu fonctionner à plusieurs reprises et soumis 
à différentes épreuves le système de M. de Jouffroy. Nous allons main- 
tenant faire connaître le résultat de leur examen. 

Les Commissaires pensent que le nouveau système, comparé à ceux 
qui sont généralement employés, offre une sécurité beaucoup plus 
grande. Les rebords des rails latéraux s’opposent d’une manière efli- 
cace au déraillement. La sécurité est augmentée par la stabilité du 
système à laquelle concourt l’abaissement du centre de gravité des 
wagons. Enfin la sécurité est encore accrue par l’emploi des divers 
trains et des deux mécanismes, dont l’un produit, quand un choc sur- 
vient, l’enrayement spontané, tandis que l’autre permet au conduc- 
teur d’isolcr les wagons, en les rendant indépendants les uns des 
autres. 

L’expérience réalisée sous nos yeux prouve qu’à l’aide du nouveau 
système on pourra gravir des pentes de o'",o 3 o par mètre, et de plus 
fortes encore ; elle prouve aussi que, en modérant la vitesse, on pourra 
parcourir, avec moins d’inconvénients, des courbes de petit rayon. Les 
facilités que présente à cet égard le nouveau système tiennent surtout 
à la liberté que conservent dans leurs mouvements les roues devenues 
plus indépendantes les unes des autres. Les dangers que fait naître la 
force centrifuge se trouvent d’ailleurs diminués par l’abaissement, 
déjà mentionné, du centre de gravité des wagons. 

On peut espérer que la faculté de gravir des pentes plus considé- 
rables, et de tourner dans des courbes de petit rayon, permettra d’éta- 
blir des chemins de fer dans des pays montagneux, sans recourir si 
fréquemment à la construction de tunnels et d# viaducs qui occasion- 
nent d’énormes dépenses. 
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L’installation de la locomotive est simple et ingénieuse. Il semble, 
au premier abord, que l’adhérence de la grande roue motrice au rail 
central devrait diminuer la vitesse en augmentant le tirage. Toute- 
fois, il importe d’observer que cette adhérence est précisément ce qui 
fournit au système le point d’appui dont il a besoin. C’est pour obtenir 
cette adhérence qu’on donne ordinairement aux locomotives un poids 
exorbitant qui devient un inconvénient grave, et qui se trouve nota- 
blement diminué dans le nouveau système. Quand cette adhérence 
n’est pas sulHsante, les locomotives glissent sur les rails, les convois 
s’arrêtent, et une notable quantité de vapeur se trouve dépensée en 
pure perte. D’ailleurs l'augmentation du diamètre des roues rendra la 
locomotion plus facile. 

Conclusions. 

Le système de M. de Jouffroy nous paraît offrir des avantages réels 
sous le rapport de la sécurité des voyageurs. En conséquence, il nous 
parait désirable que l’inventeur soit mis à meme d’appliquer ce sys- 
tème à une ligne assez étendue pour que l’expérience prononce d’une 
manière définitive, et montre si, à côté des moyens de sécurité que 
nous avons signalés, ne se trouveraient pas quelques inconvénients 
que l’on n’aurait pas prévus. 


352 . 

Astuosomie. - Mémoire sur l’application de la nouvelle formule d’inter- 
polation à la détermination des orbites que décrivent les corps célestes, 
et sur l’introduction directe des longitudes et des latitudes observées 
dans les formules astronomiques. 

C. R., T. XXIII, p. 956(23 novombro 184C). 

Dans la dernière séance, je suis arrivé à ce résultat remarquable, 
que le rayon t mené d’une comète ou d’une planète à la Terre, à une 
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époque donnée, peut être fourni par une équation très simple du pre- 
mier degré, dont les coefficients, pour l’ordinaire, peuvent être déter- 
minés, au moins approximativement, à l’aide de quatre observations 
faites à des instants voisins de l’époque dont il s’agit. Si l’on nomme p 
la projection du rayon t sur le plan de l’écliptique, et r la distance du 
Soleil à la comète, les trois équâtions du mouvement fourniront, outre 
l’équation connue du septième degré, les valeurs de D(p et de D*p 
exprimées en fonction de p. En dilférentiant D^p, on obtiendra une 
seconde valeur de D“p, et, en égalant cette seconde valeur à la pre- 
mière, puis éliminant D,p, on formera l’équation ci-dessus men- 
tionnée. Si, comme l’indique M. Binet, on complétait les équations 
du mouvement en y introduisant les termes qui dépendent de l’action 
exercée par les autres planètes sur la comète, l’équation trouvée en p 
ne serait plus du premier degré; mais on pourrait, de cette équation 
jointe à celle qu’a donnée M. Binet, déduire une équatjon du premier 
degré, en faisant disparaître les radicaux, et recourant ensuite à la 
méthode du plus grand commun diviseur. Le rayon p étant connu, 
ainsi que ses dérivées du premier et du second ordre, les coordonnées 
de la comète avec leurs dérivées relatives au temps, et par suite tous 
les éléments de l’orbite, sont aussi connus. D’ailleurs, on peut .arriver 
de diverses manières ,à l’équation du premier degré, même lorsque 
l’on considère trois corps seulement. On a regardé comme difficile la 
détermination des longitudes et latitudes géocentriques et de leurs 
dérivées correspondantes à une époque donnée. Mais cette difficulté 
disparait lorsqu’on applique à cette recherche la formule d’interpo- 
lation que j’ai trouvée en 1837 . Comme je le montrerai dans un pro- 
chain Mémoire, l’opération se partage alors en deux autres, dont l’une 
détermine des nombres qui dépendent uniquement des époques des 
observations, tandis que l’autre emploie seulement les longitudes et 
les latitudes déduites de ces observations mêmes. 

Il me reste à faire encore une remarque essentielle. La formule que 
j’ai donnée dans la dernière séance suppose les longitudes et les lati- 
tudes géocentriques corrigées chacune de la quantité qui représente 
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raberration. Il semble, au premier abord, que ces corrections exigent 
un calcul approximatif préliminaire. Mais on peut rendre mon équa- 
tion du premier degré, ou même toutes les formules astronomiques, 
indépendantes do la correction dont il s’agit, et introduire dans ces 
formules, au lieu des longitudes et latitudes géocentriques corri- 
gées, les longitudes et latitudes géocentriques apparentes, directe- 
ment tirées des observations. Ce qui ne pourra manquer d’intéresser 
les astronomes, c’est la conclusion à laquelle je parviens; savoir que, 
dans ce cas encore, l’équation obtenue est, par rapport à p, du pre- 
mier degré. 

Asai-ïse. 

Admettons les mêmes notations que dans le précédent Mémoire. 
Après avoir déterminé p et D^p à l’aide des équations 

(i) C'p — U — A^— I)i A — 

(a) D,p -/-Ip, 

on déterminera >r, J, s à l’aide des suivantes : 

(3) .c — X -f- pcosa, y =y-t-psin«, »=r:0p. 

En dillérentiant ces dernières, on obtiendra les valeurs de D,a:, D</, 
J), 5. Si d’ailleurs on nomme sS l’aire décrite, pendant l’unité de 
temps, par le rayon vecteur mené du Soleil à l’astre que l’on con- 
sidère, et 2[/, 2V, 2 IV les projections algébriques de cette aire sui- 
tes plans coordonnés, on aura 

l =jD,z-sütf, F— si), a; — a? D, s, IF= jjD, j — J D< x, 

( 5 ) s~^Zivryi:^rw‘; 

et, comme les quantités 

U, V, W 

seront respectivement proportionnelles aux cosinus des angles formés 
par la perpendiculaire au plan de l’orbite avec les axes, il est clair que 
la seule connaissance de ces quantités, ou plutôt de leurs rapports, don- 
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nera immédiatement la position du plan de l’orbite. Ajoutons que la 
distance r de l’astre au Soleil et sa dérivée D, r seront déterminées 
par l’équation 


( 6 ) 


I 





et par sa diffcrcnticlle. Enfin» si l’on nomme (o la vitesse de l’astre» 
a le demi grand axe de Torbitc» et £ l’excentricité, on aura 


(7) 

( 8 ) 




- — - — w* 
a r 


(9) 


a{ \ — £*) 2 /* — — ^ r*(I),r)2. 


Disons maintenant quelques mots de la correction que l’aberration 
exige dans la détermination du rayon p. 

On démontre aisément les deux propositions suivantes : 

Théorème \. — Le rayon vecteur mené au bout du temps t de la Terre 
au heu apparent de T astre que Ton considère est sensiblement parallèle 
au rayon vecteur qui joignait la Terre au lieu vrai de V astre, au bout du 
temps t — ùkt, ^t étant le temps qu emploie la lumière pour venir de T astre 
à la Terre, 


Théorème II. — Le rayon vecteur mené de la Terre au lieu vrai de 
V astre, au bout du temps t, est sensiblement parallèle au rayon vecteur 
qui joindra la Terre au lieu apparent de T astre, au bout du temps / -f- A/. 

Cela posé, soit 

(lo) 

la valeur de p fournie par l’équation (i). Soit d’ailleurs la partie de 
Df iTque l’on obtient en considérant» dans a et 0 seuls comme fonc- 
tions de t, c’est-à-dire en rejetant seulement les termes que produit la 
différentiation de R» ci et D^ci. Lorsqu’on assignera aux quantités a» 0 
et à leurs dérivées les valeurs que l’on déduit des observations, on 

ORuvres de C, — S. I, t. X. 27 
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aura sensiblement, en vertu du théorème II, 

(11) P =r A' -I- y7A<. 

Si d’ailleurs on nomme a la vitesse de la lumière, et t la distance de 
la Terre à l’astre que l’on considère, on trouvera 

( 12 ) «A< = «, p = tcosS; 


par conséquent, 
(i3) 


A< 


, 

« cüs 0 


Donc la formule (i i) donnera 


et l’on en conclura 
(■ 4 ) 

on, à très peu près, 
(i5) 






K 


// 

» cos Ô 



H 

«COS0 



353. 


Astronomie. — Note sur les formules relatives à la détermination 
des orbites que décrivent les corps célestes. 


C. H., T. XXIII, p. 1002 (3o novembre 1846). 


Je me propose, dans un prochain Mémoire, de montrer, par des 
applications numériques, les grands avantages que présente ma nou- 
velle méthode pour la détermination des orbites des corps célestes. 
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Je me bornerai, pour l’instant, à faire, au sujet des formules que 
j’ai données ou indiquées dans les précédentes séances, quelques 
remarques qui ne seront pas sans utilité. 

Projetons, sur le plan de l’écliptique, le rayon vecteur mené de la 
Terre à l’astre observé, et nommons p la projection ainsi obtenue. 
Soit d’ailleurs 2S Taire que décrit, dans Tunité de temps, le rayon 
mené du Soleil à Tastre. Soient encore 2f7, 2F, 2 TF les projections 
algébriques de Taire 2S sur les plans coordonnés, et ce que devient 
W, quand on substitue la Terre à Tastre dont il s’agit, lîu égard à 


l’équation qui fait connaître la valeur de 


P/ P 

T 


c’est-à-dire, en d’autres 


termes, la valeur de la dérivée logarithmique de p, tes rapports des 
constantes 

U, F, TF- Tg) 


à la distance p pourront être immédiatement exprimés en fonctions 
linéaires de p. Donc la valeur de p étant une fois déterminée par la 
résolution de Téquation du premier degré à laquelle elle doit satis- 
faire, on connaîtra les constantes 


F, TF 

et, par suite, les rapports de ces constantes, ainsi que la valeur de S\ 
D’ailleurs U, F, TF, S étant connus, on connaîtra la position du plan 
de Torbitc, le pôle boréal de cette orbite étant, sur la sphère céleste, 

le point dont la longitude aura pour tangente le rapport et dont la 

latitude aura pour sinus le rapport Ajoutons que, le demi grand 

axe a de Torbite étant déterminé à l’aide de Téquation des forces 
vives, c’est-à-dire à Taide de la formule (8) de la page 209, on pourra, 
si Ton veut, déduire de la troisième loi de Képlcr, le temps T de la 
révolution, et que le demi petit axe aura pour valeur le rapport du 
produit ST à la demi-circonférence décrite avec le rayon «. Au reste, 
p étant connu, on peut, ainsi qu’on Ta dit, obtenir immédiatement la 
valeur de l’excentricité e à Taide de la formule (9) de la page 209, et 
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alors le demi petit axe se trouvera exprimé par le produit a sji — e*. 

Parlons maintenant de la formule que nous avons donnée, pour dis- 
penser les astronomes de calculer séparément les corrections qu’en- 
traîne l’aberration de la lumière. Cette formule, substituée à une 
équation linéaire, dont les coefTicients pouvaient se déduire de quatre 
observations voisines de l’astre proposé, semble, au premier abord, 
exiger l’emploi d’une cinquième observation, attendu qu’elle ren- 
ferme la dérivée de la valeur de p fournie par l’équation du premier 
degré, ou plutôt la partie de cette dérivée qui contient les dérivées 
du quatrième ordre de la longitude et de la latitude du nouvel astre. 
Mais on peut éliminer ces dérivées du quatrième ordre, au moyen de 
l’équation qui détermine la dérivée logarithmique de p. Donc quatre 
observations voisines suffiront pour déterminer les valeurs, au moins 
approximatives, des coefficients que renfermera l’équation linéaire en 
p, dans le cas même où l’on aura égard à l’aberration de la lumière. 

Je remarquerai enfin que l’on peut, avec avantage, prendre pour 
équations différentielles du second ordre les équations complètes du 
mouvement relatif de l’astre que l’on considère autour du Soleil, et 
décomposer chacune des coordonnées de cet astre en deux parties, 
dont la première soit la coordonnée du lieu où se trouve placé l’ob- 
servateur. La distance qui sépare l’astre de l’observateur étant pro- 
jetée sur le plan de l’écliptique, la projection p ainsi obtenue et ses 
deux dérivées p, D^p seront les seules inconnues que renfermeront 
les trois équations du mouvement. Si d’ailleurs, après avoir tiré de 
ces équations les valeurs de D^p et de D^p, on égale D^p à la dérivée 
de Dfp, on parviendra, en éliminant D^p, à une équation nouvelle 
en p; et celle-ci pourra être présentée sous une forme telle, qu’elle se 
réduise, dans le cas où l’on néglige les perturbations et la parallaxe, 
a l’équation trouvée du premier degré. Or il est clair que cette équa- 
tion nouvelle en p pourra être, dans tous les cas, utilement employée 
et facilement résolue, attendu que celle de ses racines qui résoudra 
le problème se confondra sensiblement avec la racine unique de 
l’équation du premier degré. 
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Analtse. 

§ I. — Sur la détermination du plan de l’orbite. 

En conservant les notations adoptées dans les précédents Mémoires, 
prenons toujours pour plan des x, y le plan de l’écliptique, pour demi- 
axes des X cl y positives, les droites menées du centre du Soleil aux 
premiers points du Bélier et du Cancer, et supposons encore les s posi- 
tives mesurées sur une perpendiculaire au plan de l’écliptique du côté 
du pôle boréal. Soient, d’ailleurs, 

x,y, Z les coordonnées de l’astre que l’on considère; 
r la distance de cet astre au Soleil; 
a, 0 la longitude et la latitude géocentriques de l’astre; 
t la distance de cet astre à la Terre ; 

P la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique; 

X, y les coordonnées de la Terre; 

R la distance de la Terre au Soleil; 

CT la longitude héliocentrique de la Terre. 

En posant, pour abréger, 0 — tangO, on trouvera 

(1) a; X -1- P coS(3t, / — y + psina, z — Qp 
et 

( 2 ) x = /îcosCT, y~/îsinro. 

De plus, les équations du mouvement de l’astre que l’on considère 
donneront 

(3) D,p-.4p, DJp-f-^=r:ffp, -',-^ = Cp, 

A, B, C étant trois fonctions de x, y, a, D^a, D“a, 0, D,0, 0*0, déter- 
minées par les formules (6) et (7) de la page 198, Enfin, la première 
des formules (3) entraînera la suivante 


(4) 


Dfp = {^*-l-D,.4)p, 
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et de cette dernière, jointe aux formules (3), on tirera 

(5) 

Soient maintenant 2 S Taire que décrit, dans Tunité de temps, le 
rayon vecteur r, et 2 Î/, 2 F, les projections algébriques de cette 
aire 25 sur les plans coordonnés. Soit encore ^ ce que devient W 
quand on substitue la Terre à Tastre dont il s’agit. On aura 

(6) (7:rryl)^5 — F n:- 5 D/ -- d? 1)/ 5, IV^ .vDty -- y \)t ; 

(7) \S?)“xD,y — yD<x; 

et, comme les quantités 

U, F, W 

seront respectivement proportionnelles aux cosinus des angles formés 
par une perpendiculaire au plan de Torbite cherchée avec les demi- 
axes des coordonnées positives, il est clair que la connaissance de ces 
quantités, ou plutôt de leurs rapports, donnera la position de ce meme 
plan. D’ailleurs, en vertu des formules (i), jointes à l’équation 

( 8 ) Btp^Ap, 

les coordonnées y, z, et même leurs dérivées D^o?, Ih-s, se 

trouveront immédiatement exprimées en fonctions linéaires d(^ p. 
Donc, en vertu des formules (6), jointes aux équations (i) et (8), 
les quantités U, F, IV seront exprimées par des fonctions de p, 
entières et du second degré. Mais, dans ces fonctions, les parties 
indépendantes de p se réduiront évidemment aux valeurs qu’ac- 
quièrent les seconds membres des formules (6), quand on y pose 
27 =: X, J = y, 5 = 0 , c’est-à-dire à 

O, O, tSP. 

Donc, en vertu des formules (6), jointes aux équations (i) et (8), 
les quantités 

U, F, 



EXTRAIT N» 353. 


215 

seront des fonctions de p, entières et du second degré, qui s’éva- 
nouiront avec p; en sorte que les rapports 


U V W- «) 

— , — , 

P P P 


( 9 ) 


se réduiront à des fonctions linéaires de p. On trouvera effectivement 
yD,0 — . 0(D/y — >4y) -h p(sin «D* 0 — 0cosaD/ a), 
xD/0-h 0(I)/X — ytx) — p(cosûtDi0-h0sinaD/a), 

— (xD^a - 1 - D^y — yl y) cosa 4* (yD^ a — D<x 4- /Ix) sina 4- pD* a. 


I U.. 
? ' 
V 
P ~ 


\ 


p 


De ces dernières formules, jointes à Téquation ( 5 ), on déduira immé- 
diatement les valeurs de U, F, TF, et Ton pourra ensuite obtenir la 
valeur de S à l’aide de la formule 


(lo) S-\/Ü^-h F* 4- WK 

D’autre part, si l’on nomme 

X et ‘ 

la longitude et la latitude hélioceiitriqiies du pôle boréal de l’orbite 
décrite par l’astre que l’on considère, on aura 


(•O 


U V . 

^ : - COS^ COSl, sinj^cost, 


IV 


par conséquent 

V 

(ï2) langx ' jjl 


et il est clair que, les valeurs U, F, TF, S étant connues, on tirera 
immédiatement la valeur de de la formule (12), puis la valeur de i 
de l’une quelconque des formules (ii). Ajoutons que les formules (9) 
et (12) donneront 

xDr 0 — 0 (D/X — i 4 x) 4- p(cosaD ,0 4- 0 sinaDça) 
yD /0 — 0 (ï)/y — yly) 4- p(sinaÜ/ 0 -~ 0 cosaD<aj 
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On pourrait, au reste, arriver encore à la valeur de tangy, que four- 
nira l’équation (i3), à l’aide d’une autre méthode que nous allons 
indiquer. 

Il suffit d’ajouter entre elles les formules (9), respectivement mul- 
tipliées par les facteurs 

cos a, sina, 6, 

pour éliminer à la fois de ces formules les quantités D, x, D,y et A. On 
trouve ainsi 

(i4) Ucosa Ksina-f-(ir— ’B>)6 = Ap, 

la valeur de A étant 


(15) A = (xcos« -t-y sina) 6 D, « — (x sina — y cos«)D(0 
ou, ce qui revient au même, 

( 16 ) A “ R[0cos(« — rîj)D,« — sin(« — ®)D/0]. 

D’ailleurs, en différentiant deux fois de suite l’équation (i4). et ayant 
égard aux formules (4). (8), on trouvera 

/ l/D, cos« -V- KD/ sin« -t- (IK— 'SPID/ 0 — (.4 A -H D/ A)p, 

( 17 ) I t7D*cos«-H KD?sina-h(IK-«))D?0 

( = (A’A 4- AD/y4 -h a.r4D/ A+ DJA)p. 

Or il est clair que les formules (i4)> (17) suffiront pour déterminer 
les rapports mutuels des quatre quantités 

U, V, IK-«>, p; 


il y a plus : en posant, pour abréger. 


(18) 


A PrtC/v 



sintx 


V, 


on tire de la formule (i4) 

(19) 


-h Kv -f- W— ^ — Xp. 
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D’autre part, en différentiant l’équation (19), on trouvera 

(20) 

ou, ce qui revient au meme. 


(31) 

delà posé, l’équation 
donnera évidemment 


P = 


n), v 
A>.-(-ï)7>r 


|>/p 

P 




^ ^ ^ ^ IJUtlM h > \ f, V ' ~ A l -i- I), r 

OU, ce qui revient au même, 

(.yj V 1 );^ H 

^ ' Dt IJ. -h Um^y Utv “ /ï>. 

|)uis on en conelnra 


lan-v- -\(A^^^)j^n ijA\),l ^-\)f)]\),iJ. 

^ ^ ~ ( A /. 4- I), >. ) f)/ y - 1( -f- I), A )A -I- 'î Â l),>. -f- I)/ /] l>,y * 

Or les formules (i3) et (24) se confoiKlent l’une avei* l’autn*, lors- 
qu’on substitue, dans la première, la valeur (b* p tirée d(* la for- 
mule (j), et dans la seconde, les valeurs de X, [ji, v, tirées des for- 
mules (i4) et (iH), en ayant d’ailleurs égard aux deux équaticnis 


(2:>) 


D/x 


\ 


iK y H 


/P 


11 est bon d’observer que, si l’on élimine p entre la formule ( i '1) et 
la première des équations (17), on trouvera 


( 2 (>) 


i 


f/[D<cos«-(.t -I- l),IA)cosa] 

+ V[ï>i sina - (.1 1), IA) sin«] 


+ [D,® - (>1 -h I)< IA)01 ( ir- v);o O. 


Cette équation linéaire, entre les constantes U, V, H’ - vP, est l’une 

Œuvres (te C. — S. I, t. X. *8 
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do celles qu’a obtenues M. Michal (tWrlapage 973) ('). D’ailleurs, 
dans cette même équation, les coefRcients de T/, V, W renferment les 
([uantitcs 

D/a, DJ a; 0, D/0, DJ0, 

dont les valeurs peuvent être déterminées, au moins approximative- 
ment, îi l’aide de trois observations voisines. Enfin, il est clair que 
deux équations de la forme (26), construites a l’aide de deux séries 
d’observations, suffiront pour déterminer les rapports mutuels des 
trois constantes 

//, 1, It-vt?). 

line troisième équation de la même forme, construite à l’aide d’une 
troisième série d’observations, et jointe aux deux premières équa- 
tions, ne pourrait servir qu’a contrôler celles-ci, et non à déterminer 
les valeurs des trois constantes, comme a paru le croire M. Michal 
(page 973) (^). Ajoutons que, si la seconde série d’observations se 
rapproche indéfiniment de la première, h's rapports des trois con- 
stant(*s 

F, IF~ ifp 

se trouveront déterminés par l’équation (2G) jointe à sa dérivée ou, 
ce qui revient au même, par les deux formules que l’on tire des équa- 
tions (17), en y substituant la valeur de p fournie par l’équation (i4)- 
Donc alors on obtiendra, pour valeur du rapport 

F , 

^ - langx, 

celle que donnent simultanément les formules (r3) et (24). 

§ 11. “* Sur la correction qiC exige V aberration de la lumière. 

Soient toujours r la distance de la Terre à l’astre observé, et p la 
projection de cette distance sur le plan de l’écliptique. Soit, de plus, 

(>) P^K 

Comptes rendus, T. XXIII: îH46. 
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la valeur de p fournie par l'équation (5) du § 1; K pourra être consi- 
déré comme une fonction des seules quantités variables 

liy CT, J)/ CT ; 

a, !),«, J)? a, D?a; 0 , I),/5, î);0, 

dont les trois premières se rapportent au mouvement de la Terre, 
et les autres au mouvement de Tastre observé. De plus, comme la 
valeur /v de p devra vérifier l’équation 

A p, 

on aura identiquement 
(O D^A- 1^. 

Enfin, il est clair que, dans la dérivée D^/f, on pourra distinguer deux 
parties, dont l’une G, relative au mouvement de la Terre et produite 
par la variation des quantités 

A, ÜT, I)/ GT, 

renfermera deux dérivées nouvelles 

1),/?, 1)2 CT, 

tandis que l’autre partie //, relative au mouvement de l’astre observé, 
sera produite par la variation des quantités 

a, 1)?«, l>?a; 0, I), 0, hjO, DIO, 

et renfermera deux dérivées nouvelles, savoir 

i);a, i);0. 

Ajoutons que, de la formule ( 2 ), combinée avec l’équation identique 

(.]) I)/ A ” G 4- //, 

on tirera immédiatement 

(4) G h//^AA. 

Ces principes étant admis, examinons attentivement la nature de la 
correction qu’exige l’aberration de la lumière. D’après ce qui a été dit 
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dans la scanco précédente, on pourra Introduire immédiatement dans 
le calcul les valeurs de a, D, a, .... 0, D,0, tirées des observa- 
tions, si à l’équation (i) on substitue la suivante 




K 

_JI ' 

« COS 6 


« étant la vitesse de la lumière. Or, au premier abord, la détermina- 
tion approximative de la quantité qui renferme et D^'O, sem- 
blerait exiger cinq observations de l’astre, faites à des époques voi- 
sines Tune de l’autre, c’est-a-dire une observation de plus que la 
détermination approximative de K. Mais, il importe de le remarquer, 
on peut substituer dans la formule ( j) la valeur de II tirée de l’équa- 
tion ( 'i), et l’on trouve alors 




OU h très peu près 




pr: 


K 

« cos 0 




G\ 

HCOsO J 


Or, dans le second membre de la formule ( 6 ) ou ( 7 ), les seules quan- 
tités variables qui se rapportent au mouvement de l’astre observé sont 
celles qui étaient déjà renfermées dans la valeur de /i, savoir 

a, l),a, l)?a, l)?a; 1)^0, !)?(?, ü?(;, 


c’est-à-dire des quantités dont les valeurs approchées peuvent sg 
déduire de quatre observations faites à des instants voisins l’un de 
l’antre. 


§ 111. - Sur la détermination de l'orbite que décrit un astre autour du 
Soleil, dans le cas oà l'on tient compte des actions perturbatrices, et de 
ia position que Vohsers^ateur occupe sur la surface de la Terre. 

Le centre du Soleil étant pris pour origine des coordonnées, et le 
plan de l’écliptique pour plan des x,y, nommons toujours x, y, z les 
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coordonnées de l’astre observé. Soient, de plus, X, V, Z les projec- 
tions algébriques de la force accélératrice qui sollicite cet astre dans 
son mouvement relatif autour du Soleil. Les équations de ce mouve- 
ment seront 

( I ) D? .V = O, \)f y -h K - - O, \)f Z -i- Z r o. 

Soient d’ailleurs, au bout du temps /, 

X la distance de l’observateur a l’astre que l’on considère; 

P la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique; 
a, 0 la longitude et la latitude de l’astre, mesurées par rapport au lieu 
qu’occupe l’observateur; enfin 
y, .s les coordonnées de ce même lieu. 

O n aura 

( 3 ) .r - : \ -4- t COS a cos Of y y -i - 1 sin a cos 0, z -- z -h t si ii 0, 

(3) p--tcos(? 

et, par suite, 

( 4 ) ^ ” X -h P cos a, / -J y -j- P sill a, g vr: Z -h 0 p, 

la valeur de 0 étant 

( 5 ) &~iangO. 

D’autre part, si l’on prend pour unité la masse du Soleil, et si Ton 
nomme r la distance du Soleil à l’astre observé, on aura, non seule- 
ment 

( 6 ) 

mais encore 

(7) ^ 

cX, J, ^ étant des fonctions de l et de p, qui seront de l’ordre des 
forces perturbatrices. Cela posé, en nommant R la distance de la 
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Terre au Soleil, on tirera des équations (i), jointes aux formules (4) 

et (' 7 ). 

( S ) • D, P - A p, D? P + = ■»?. y, ~ Jfi - C p, 

les valeurs des coelKcients A, B, C étant déterminées par le système 
des formules 

l C \ ~\- [B ( Dr a )’] cos a — ( DJ a 4 - 2 /I Dr a ) siii a -4- 4^ - - o, 

(g) • 

/ Cy 4 - [ /^ — ( Dr a )* ] sin a 'h ( D J a -h Ci /I Dr a ) cos a 4 - Oit -- o, 

( 10 ) // 0 4 - Ci /l Dr 0 4 - Dr 0 -f- Ob ” o, 

et les valeurs do oitl, Dt, étant 

eV. 4 - DJ X tH- y- 

p- - ’ 

.m — , 

p 

% -H \)f y. -H -Jj 

X 

P 

Ajoutons que Ton tirera des formules (H) 

(■•.o Cp.rn-A^-ILA-^^. 

Si, en réduisant à zéro les forces perturbatrices, on faisait coïn- 
cider le point dont les coordonnées sont désignées par x, y, z avec 
le centre de la Terre, on aurait 

^ <î\« „ o, ^ O, Az — O J 

(iD?x + ÿ)i=o. = " 

et, par suite, 

(l/|) -C — O, 3 n.= 0 , Xnro. 

Donc alors les valeurs des coefficients A, B, C, fournies par les équa- 
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lions (9), deviendraient indépendantes de p, et la valeur de p se trou- 
verait immédiatement donnée par l’équation (12), c’est-à-dire par une 
équation du premier degré. 

Dans le cas général où les conditions (r 3 ) cessent d’être vérifiées, 
les trois sommes 

D* X 4- , D» y 4- A , D* Z 4 - 

sont des fonctions connues de /; mais 

a:, zr, 2b, j;, Oîl, X 

se réduisent à des fonctions connues de t et de p. Donc, en passant du 
cas particulier, ou .c , Ole, X s’évanouissent, au cas général, on verra 
les coefïicients 

1, /A C. 

(jui étaient d’abord indépendants de p, acquérir de très petits accrois- 
sements qui seront représentés par des fonctions déterminées de i et 
de p. Ajoutons que, eu égard à la première des formules (8), l’ac- 
croissement très petit de \)fA pourra lui-même être exprimé en fonc- 
tion de l et de l’inconnue p. Cela posé, il est clair que, dans le cas 
général, on pourra déterminer encore l’inconnue p à l’aide d(^ la for- 
mule (12), qui, sans être alors du premier degré par rapport à p, 
olfrira, du moins, une racine très peu différente d’um* valeur de p 
fournie par une équation linéaire. D’ailleurs, cette racine étant com- 
mune à la formuhv(i2) et a la dernière des formules (8), on pour- 
rait la déduire de ces formules en faisant disparaître les radicaux, et 
recourant ensuite à la méthode du plus grand commun diviseur. 

Il est bon de remarquer que, dans le cas où l’astre observé est une 
comète, et où l’on tient compte d’une seule force perturbatrice, savoir 
de l’action exercée sur cette coinete par la Terre, les valeurs de a:, 
J, sont sensiblement proportionnelles à Donc alors les trois rap- 

ports y) p- seront sensiblement proportionnels à et, en négli- 
geant les quantités comparables au carré de la force perturbatrice, on 
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verra la formule (12) se réduire k Une équation en p du quatrième 
degré. 

Nous avons, dans ce qui précède, fait abstraction des corrections 
(lu’exige l’aberration de la lumière, et la formule (12) suppose que 
les valeurs de a et de 0 ont subi chacune la correction due à cette 
cause. Mais il suffira d’appliquer à l’équation (12) les principes éta- 
blis dans le précédent Mémoire, pour la transformer en une équa- 
tion nouvelle dans laquelle on pourra substituer immédiatement les 
valeurs de a, 0 , D^a, D^O, ... tirées des observations. 

Nous ferons ici une dernière remarque, relative aux formules (( 8 ) 
el ( 23 ) des pages 201 et 202. La première de ces deux formules ren- 
ferme seulement, avec les angles a et 0 , leurs dérivées du premier et 
du second ordre, c’est-à-dire des quantités dont les valeurs appro- 
chées peuvent être déterminées à l’aide de trois observations. Si l’on 
veut que la formule ( 23 ) de la page 202 jouisse de la meme propriété, 
il faudra éliminer de cette formule, à l’aide de l’équation (12), la 
dérivée renfermée dans la valeur Mais alors on obtiendra 
une équation p qui sera identique. Donc la formule ( 23 ) de la 
page 202 n’est autre chose qu’une équation du troisième degré, 
dont le premier membre est exactement divisible par 

p - A, 

K étant la valeur de p que fournit l’équation (12) de la page 200. 


354 . 

Axalysk MATUKMATiQCi:. ” Notc SUT quelqiics proprièlès des facleurs 

complexes. 

C. a., T. XJlIV, p. 347 (8 mars 1847). 

Dans le Mémoire que renferme le dernier numéro des Comptes rendus, 
M. Lamé a établi diverses propriétés de certains facteurs complexes. 
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Ces facteurs, dont je me suis occupé moi-même à diverses époques, 
ne sont, comme l’on sait, autre chose que des fonctions entières de 
l’une quelconque r des racines imaginaires de l’équation binôme 

r'* = I, 

l’exposant n et les coelBcients des diverses puissances de r dans chaque 
fonction étant des nombres entiers. Un facteur complexe w, qui, mul- 
tiplié par un autre v, donne pour produit un nombre entier N, ou 
même un nouveau facteur complexe w, est appelé diviseur de N ou 
de w. Il résulte, en particulier, des principes exposés par M. Lamé, 
que si, n étant un nombre premier et A, B deux quantités entières, 
on nomme 

Mq, Mj, • • •» 

les n facteurs connus de A'* 4- B", représentés par des fonctions 
linéaires de A et de B, savoir 

A H- B, Ar4-B, Ar*H-B, Ar^^M-B, 

ces facteurs seront tous divisibles par tout diviseur complexe qui 
diviserait deux d’entre eux. 

Si l’on se propose, avec M. Lamé, d’appliquer ce principe à la 
démonstration du dernier théorème de Fermât, on pourra se borner 
à considérer le cas où, A et B étant premiers entre eux, le rap- 

port est premier à A H- B; et, dans ce cas, pour démontrer 

la proposition établie par M. Lamé, il suffira de faire voir que h, k 
étant deux quelconques des nombres entiers 1,2, 3 , .... n — i , tout 
facteur commun de M^, M* divisera nécessairement M,. Or cette der- 
nière proposition peut être démontrée très aisément de la manière 
suivante. 

Pour vérifier l’équation 
(1) Mai/ =:M„ 

il suffit de poser 

er*= I, a-f-v = i; 


OEuvres de C, — S. I, t. X. 
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par conséquent 


U = /•“'* 


I — 


I - 


ÇZ=Z /— ^ 


I — /•'* 

Tzrp^ 


ou, ce qui revient au meme, 


(*^) 




I pk ^-nx 

I — 


=r /—^ 


I ph-^nx 

T=7Â=T> 


a; étant un nombre entier quelconque. Or, en choisissant ce nombre 
entier de manière à rendre h -+- nx divisible par la valeur numérique 
de k — h, on obtiendra évidemment pour u et e des facteurs com- 
plexes. Cela posé, il résultera immédiatement de la formule (i) que 
tout diviseur complexe de et de divisera Mo. Il y a plus : le 
produit 

\n ^ n« 

étant, par hypothèse, premier à A 4- B, les facteurs M>i, Ma seront 
nécessairement premiers entre eux, c’est-ii-dire qu’ils ne pourront 
avoir d’autres diviseurs communs que les diviseurs complexes de 

runité. 


355. 

Physique mathématique. Mémoire sur les mouvements des systèmes 

de molécules, 

G. U., T. XXIV, p, 348 (8 mars 1847). 

Dans mes anciens et nouveaux Exercices, j’ai donné les équations 
d’équilibre et de mouvement d’un système de points matériels solli- 
cités par des forces d’attraction et de répulsion mutuelle, ou même 
de deux semblables systèmes qui se pénètrent mutuellement; et, 
après avoir spécialement considéré le cas où les mouvements sont 
infiniment petits, j’ai montré ce que devenaient alors les équations 
différentielles quand elles acquéraient une forme indépendante de la 
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direction des axes coordonnés. J’ai ainsi obtenu des équations géné- 
rales et très remarquables, qui représentent les mouvements isotropes 
d’un ou de deux systèmes d’atomes ou points matériels. J’ai, de plus, 
dans un Mémoire présenté à l’Académie le 4 novembre iSSg, étendu 
à un nombre quelconque de systèmes d’atomes les formules générales 
que j’avais précédemment établies, et j’ai obtenu, de cette manière, 
les équations propres à représenter les mouvements vibratoires ainsi 
que les mouvements atomiques des corps cristallisés, dans lesquels je 
considérais chaque molécule comme composée d’atomes de diverses 
espèces, qui, soumis eux-mêmes à diverses forces d’attraction ou de 
répulsion mutuelle, pouvaient s’approcher ou s’éloigner les uns des 
autres en faisant varier la forme de la molécule. Toutefois, quand on 
se propose d’étudier, d’une part, les mouvements généraux de trans- 
lation et de rotation des molécules, d’smtrc part, leurs changements 
do forme ou, en d’autres termes, les mouvements atomiques, il peut 
être utile de transformer les équations que je viens de rappeler, eu 
prenant pour inconnues trois espèces de variables qui sont propres à 
exprimer ces trois espèces de mouvement. Tel est l’objet que je me 
suis spécialement proposé dans mes nouvelles recherches. Des neuf 
inconnues que mes équations renferment, trois représentent les dépla- 
cements du centre de gravité d’une molécule, mesurés parallèlement 
aux axes coordonnés ; trois autres déterminent les directions des plans 
mobiles et rectangulaires auxqmds il faudrait rapporter le mouvement 
pour que la vitesse de rotation moyenne et apparente de la molécule 
se réduisît constamment à zéro; enfin les trois dernières déterminent 
les déplacements de chaque atome mesurés parallèlement aux direc- 
tions des axes suivant lesquelles se coupent ces plans mobiles. D’ail- 
leurs, de ces neuf inconnues, les six premières peuvent être regardées 
comme fonctions de quatre variables indépendantes qui représentent 
le temps et les coordonnées du centre de gravité d’une molécule. Les 
trois dernières inconnues dépendent en outre des trois coordonnées 
qui déterminent la position qu’occupe, dans cette molécule, 1 atome 
que l’on considère. 
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Les neuf équations du mouvement, propres à déterminer les neut 
inconnues que nous venons de mentionner, sont aux différences 
mélées. Ces équations renferment, avec les dérivées des inconnues 
prises par rapport au temps, les accroissements qu’acquièrent les 
inconnues, lorsqu’on passe d’un atome à un autre, ou d’une molé- 
cule à une autre, et se partagent en trois groupes correspondants 
aux trois espèces d’inconnues, de telle sorte que les trois équations 
appartenant à un même groupe renferment les dérivées d’une seule 
espèce d’inconnues, prises par rapport au temps. 

Les six premières équations qui renferment les dérivées des six 
premières inconnues à l’aide desquelles s’expriment les mouvements 
généraux de translation et de rotation des molécules sont celles que 
nous appellerons les équations du mouvement moléculaire. Les trois 
autres, qui renferment les dérivées des inconnues propres à repré- 
senter tes déplacements des atomes dans les diverses molécules, 
seront nommées tes équations du mouvement atomique. 

Au reste, il est juste de le reconnaître, on peut déduire directe- 
ment les six équations du mouvement moléculaire de celles .à l’aide 
desquelles M. Coriolis a représenté, dans te XV® Cahier du Journal 
de l'École Polytechnique, le mouvement d’un corps considéré comme 
un système de points matériels. Il suffira, pour opérer cette déduc- 
tion, de substituer à un corps envisagé comme un système de points 
matériels une molécule considérée comme un système d’atomes, et 
de substituer pareillement aux forces qui représenteraient les actions 
exercées par d’autres corps les forces qui expriment les actions exer- 
cées par d’autres molécules. 

Le cas où les divers atomes sont uniquement sollicités par des forces 
d’attraction ou de répulsion mutuelle mérite une attention spéciale. 
Déjà Lagrange avait observé que, dans un système de points matériels 
qui s’attirent ou se repoussent, les composantes de la force totale appli- 
quée à chaque point peuvent être représentées par les trois dérivées 
partielles d’une seule fonction, relatives aux trois coordonnées de ce 
point; etM. Ostrogradsky a montré le parti que l’on peut tirer de cette 
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observation, lorsque l’on considère, non plus un nombre fini, mais un 
nombre indéfini de points matériels. Or je trouve que, dans le même 
cas, les équations du mouvement moléculaire peuvent être réduites à 
une forme très digne de remarque, et que les seconds membres de ces 
équations peuvent être exprimés symboliquement à l’aide d’une seule 
fonction qui renferme, avec la distance des centres de gravité de deux 
molécules, des lettres symboliques à l’aide desquelles s’indiquent dos 
différentiations effectuées par rapport aux trois variables qui repré- 
sentent les projections de cette distance sur les axes coordonnés. 

Si les distances qui séparent les molécules les unes des autres sont 
supposées très grandes par rapport aux dimensions de chaeune d’elles ; 
si d’ailleurs les actions mutuelles des atomes décroissent très rapide- 
ment quand la distance augmente; si enfin chaque atome est en équi- 
libre à l’instant où le mouvement commence, ce mouvement pourra 
être tel, que chaque molécule conserve une forme sensiblement inva- 
riable. Alors, les mouvements atomiques venant à disparaître, on aura 
seulement à s’occuper des six équations qui exprimeront les mouve- 
ments de translation et de rotation de chaque molécule, et qui, comme 
l’a observé M. Savary, dans la séance du 4 novembre iSSq, pourront 
être facilement déduites des principes de la Mécanique rationnelle. 
On se trouvera ainsi ramené, par exemple, aux formules que j’ai pré- 
sentées à l’Académie le 5 décembre 1842, ou bien encore à celles qu’a 
données M. Laurent dans son beau Mémoire sur les mouvements infi- 
niment petits d’un système de sphéroïdes. 

Il importe d’observer que la fonction symbolique renfermée dans 
les six équations du mouvement d’une molécule est le produit de trois 
facteurs. De ces trois facteurs, le dernier dépend uniquement de la 
distance comprise entre le centre de gravité de celte molécule et le 
centre de gravité d’une autre molécule; il est donc fonction des ac- 
eroissements que prennent les coordonnées du premier centre de gra- 
vité quand on passe de ce premier centre au second. Quant à chacun 
des deux autres facteurs, il renferme trois lettres caractéristiques qui 
indiquent la formation de dérivées prises par rapport à ces accroisse- 



m 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


mcnts, avec les quantités variables qui expriment les différences entre 
les coordonnées des atomes dont se compose une molécule et les coor- 
données de son centre de gravité. 

Il peut arriver que Tun de ces deux facteurs, par exemple celui qui 
correspond à la molécule dont on détermine le mouvement, soit, au 
premier instant, une fonction isotrope des variables qu’il renferme, 
c’est-à-dire une fonction dont la valeur soit indépendante des direc- 
tions assignées aux trois axes coordonnés, supposés rectangulaires. 
Alors, si toutes les molécules sont de même forme, le second facteur, 
c’est-à-dire le facteur correspondant à une autre molécule, sera lui- 
mérne, au premier instant, une fonction isotrope des variables qu’il 
renferme, et les mouvements moléculaires pourront se réduire à des 
mouvements de translation des centres de gravité des molécules, ‘les 
rotations étant réduites h zéro. Par suite aussi, les équations du mou- 
vement seront de la forme de celles qu’on aurait obtenues en rédui- 
sant les molécules à des points matériels. Ainsi se trouve généralisé 
un théorème que j’avais établi dans le Mémoire du 5 décembre 1842, 
et que j’ai rappelé dans la séance du 27 mai 1844 le Compte rendu 
de cette dernière séance, page 970) 

Dans mes nouvelles recherches, j’ai spécialement considéré le cas 
où les mouvements de rotation deviennent infiniment petits. Dans ce 
cas, les trois inconnues correspondantes au mouvement rotatoire 
d’une molécule peuvent être réduites aux angles infiniment petits qui 
représentent les rotations moyennes de la molécule autour des axes 
coordonnés. 

Dans un autre article, je développerai, à l’aide du calcul, les consé- 
quences des principes que je viens d’exposer et des formules qui s’en 
déduisent. (*) 


(*) OEuvres de Cauchy y S. I, T. VIII, p. 220. 
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Théorie des nombres. — Mémoire sur les racines des équations algébriques 
à coefficients entiers^ et sur les polynômes radicaux, 

G. R., T. XXIV, p. 407 (i 5 mars 1847). 

En recherchant les propriétés que possèdent les racines d'équations 
algébriques à coefficients entiers, je me suis trouvé conduit a divers 
résultats qui m’ont paru dignes de remarque, et que je vais indiquer 
en peu de mots. 

§ I. — Sur les équations algébriques à coefficients entiers. 

Soit ?(^) une fonction entière de x du degré m, en sorte qu’on ait 
cp(^) . .4- a,n<r/^K 

Si les valeurs numériques des coefficients 

^ 0 » • • • » U, fl 

se réduisent à des nombres entiers, l’équation 

(1) cp(,r)~o 

sera ce que j’appellerai une équation algébrique à coefficients entiers. 
Si 

(2) j^{œ)z=io 

représente une seconde équation de même espèce, qui ait des racines 
communes avec la première, il suffira de chercher le plus grand com- 
mun diviseur algébrique entre les deux polynômes x(^)’ 

d’égaler ce plus grand commun diviseur à zéro, pour obtenir une troi- 
sième équation 

(3) ny(a:)=:o, 

qui offrira toutes les racines communes aux deux premières. Cette 
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troisième équation sera elle^mème è coeilicients entiers, si, avant 
d’effectuer chacune des divisions partielles que réclame la recherche 
du plus grand commun diviseur, on a eu soin de multiplier chaque 
dividende par un facteur entier, convenablement choisi. En consé- 
quence, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Si deux équations algébriques et à coefficients entiers 
offrent des racines communes, celles-ci sont, en même temps, les racines 
d’une troisième équation algébrique et à coefficients entiers. 

Corollaire I. — En vertu des relations qui existeront entre les divi- 
dendes et diviseurs partiels et les restes correspondants, le premier 
membre de la formule (3) sera évidemment lié aux premiers membres 
des formules (i) et ( 2 ), par une équation de la forme 

(4) ®(d7) = e«9(x) — 

M, V étant deux fonctions entières de a? à coefficients entiers. Si l’on 
nomme m le degré de ip(a;), n le degré de x(^)» degré de n(x), 
les degrés de « et de e seront respectivement « — v — ictAw — v — i. 
D’ailleurs, lorsque n(a:) sera connu, les valeurs de « et de e pourront 
se déterminer directement à l’aide d’une méthode semblable à celle 
que j’ai donnée dans les Exercices de Mathématiques, i. I, p. 160 ('). 

Corollaire 11. — Si, des deux équations données, celle qui est de 
degré moindre offre des racines étrangères à l’autre, la troisième équa- 
tion sera nécessairement d’un degré inférieur aux degrés des deux 
premières. 

Corollaire 111. — Si, des deux équations données, la seconde n’offre 
pas de racines étrangères à la première, ç(a;) sera divisible algébri- 
quement par x(^)» ^^’i*** 

( 5 ) ktf{x) = vx(x), 

V désignant une nouvelle fonction entière et à coefficients entiers, et k 


(‘) Œuvres de Cauchy ^ S. II, T. VI, p. 202. 
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une quantité constante. Si, dans le diviseur x(^)* puissance la plus 
élevée de a? a pour coefficient l’unité, alors le coefficient k pourra être 
réduit à l’unité, puisque la division algébrique fournira immédiate- 
ment pour le quotient une fonction entière de x à coefficients 
entiers. Donc alors la formule (5) pourra être réduite à 


(6) <p(Æj) = ex(^). 

Une équation algébrique et à coefficients entiers sera irreductibley 
s’il n’est pas possible de former une autre équation algébrique, de 
degré moindre et à coefficients entiers, qui ait avec elles des racines 
communes. Nous supposerons d’ailleurs généralement que, dans notn» 
équation irréductible, les divers coefficients, réduits à leurs moindres 
valeurs numériques, n’offrent pas de diviseur qui leur soit commun à 
tous. Cela posé, le théorème I entraînera évidemment les propositions 
suivantes ; 

Théorème II. — Une équation algébrique et à coefficients entiers nest 
point irréductiblcy lorsqucy parmi ses racineSy quelques-unes seulement 
vérifient une autre équation algébrique et à coefficients entiers. 

Théorème III. — Supposons que, X étant une fonction entière de x y à 
coefficients entiers, V équation 

X=:o 


soit irréductible. Si une seule racine x de cette équation vérifie une autre 
équation algébrique et à coefficients entiers 

9(^) = o, 

alors la fonction sera dmsible algébriquement par la fonction X. 

Donc, si dans cette dernière le coefficient de la plus haute puis- 
sance de X se réduit a l’unité, on aura 

désignant encore une fonction entière de x k coefficients en- 
tiers. 


OEuvreÉ deCs — S. 1 , t. X. 
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Les théorèmes II et III fournissent le moyen de décomposer en 
équations algébriques irréductibles une équation binôme de la forme 

(7) — 1 = 0, 

n étant un nombre entier quelconque. On peut ainsi, par exemple, 

établir les propositions suivantes. 

Théorème IV. /i étant un nombre entier quelconque, supérieur à 2, 
nommons m le nombre des termes de la suite 

ly cîj 3, •••, n I , 

qui sont premiers à n. Soit, de plus, 

(8) X^o 

r équation algébrique et à coefficients entiers qui a pour premier terme 
pour deî^nier terme 1* unité, et pour racines les diverses racines primitives 
de V équation binôme 

(9) — 1—0. 

IJ équation (8) sera toujours irréductible. 

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent, nommons o(æ) une fonction entière de x à coefficients entiers. 
Si une seule racine de V équation (8) vérifie la condition 

on aura, quel que soit x, 

^(.r) désignant encore une fonction entière de x à coefficients entiers. 

§ 11. — Sur les polynômes complexes ou radicaux. 

Soit P une racine primitive de l’équation binôme 

( I ) Æ?" — I ==r O, 

n étant un nombre entier quelconque. Une fonction entière (p(p) de 
cette racine pourra toujours être réduite a la forme 

?(p) = «0-+- «ip 


(2) 
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et représentera ce qu’on nomme quelquefois un nombre complexe. 
Mais ici le mot nombre paraît détourné de sa signification naturelle. 
Afin d’éviter cet inconvénient, *nous donnerons simplement à la fonc- 
tion ç(p) déterminée par la formule (2) le nom polynôme complexe, 
ou, mieux encore, de polynôme radical, pour rappeler l’origine d’un 
tel polynôme dont les divers termes sont proportionnels aux diverses 
puissances d’une même expression radicale, savoir d’une racine 
de l’unité. 

Soit maintenant m le nombre des termes qui, dans la suite 
1 , 2 , 3, . . . , /I — I, 

sont premiers à m. Soit encore 
(3) X:-:0 

l’équation réciproque et irréductible qui a pour premier terme a?'", et 
pour racines les diverses racines primitives de l’équation (r). Toute 
fonction entière 9(^7) de la variable x se réduira, pour a7 = p, au reste 
qu’on obtient en divisant cette fonction par X; et, comme ce reste sera 
seulement de degré m — \, il est clair que tout polynôme radical 9(p) 
sera réductible à une fonction entière du degré w — i, c’est-à-dire à la 
forme 

( 4 ) 9 ( P ) = ao + rt, P -1- «2 4- . . . -4- p"‘- ‘ . 

Lorsqu’un polynôme radical aura été ramené à cette forme, nous le 
dirons réduit à sa plus simple expression. Si les cocllicients des diverses 
puissances de x sont entiers avant la réduction, ils le seront encore 
après. Dans ce qui suit, nous considérerons seulement des polynômes 
radicaux, à coefficients entiers, cl nous les supposerons réduits à 
leurs plus simples expressions. Lorsqu’un polynôme radical 9(p)» 
multiplié par un autre x,(p), en produira un troisième f(p), nous 
dirons que celui-ci a pour facteur le polynôme ©(p)» par lequel il peut 
être divisé. Gela posé, un polynôme radical 9(p) ou f(p) aura évi- 
demment pour facteur entier tout nombre entier qui divisera tous les 
coefficients à fa fois. De plus, un facteur sera linéaire, s’il est de la 
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forme «O du second degré, s’il est de la formeao-+-^ip'^^ 2 P* ; 
et ainsi de suite. 

Ces définitions étant admises, on déduit immédiatement des prin- 
cipes établis dans le § I les propositions suivantes. 

Théorème I. — p étant une des racines primitives de V équation (i), et 
f(p) un polynôme radical à coefficients entiers, si ce polynôme est dé- 
composahle en deux facteurs de même forme 9(p), /,(p)* quon 

ait 

(5) <*(p)==9(p)x(p), 

on aura encore, pour une valeur quelconque réelle ou imaginaire de la 
variable x, 

(6) f(-^-) = 9(^)x(^) + 

^(o?) désignant une nouvelle fonction entière de x à coefficients entiers. 

Théorème II. — p étant une racine primitive de V équation (i), et ^ un 
nombre entier quelconque, si^X:>se décompose en deux facteurs radicaux 
'^(p)f X(p) à coefficients entiers, en sorte quon ait 

( 7 ) ^^ = 9(p)x(p)f 

on aura encore, pour une valeur quelconque réelle ou imaginaire de la 
i^ariable x, 

( 8 ) + 

désignant une nouvelle fonction entière de x à coefficients entiers. 

Théorème III. — p étant une racine primitive de Véquation (i), si le 
nombre entier X admet un facteur radical linéaire, c'est-à-dire de la 
forme 

Uo-h Ui p, 

on aura, pour une valeur quelconque réelle ou imaginaire de la va- 
riable X, 

( 9 ) 


3^ = («o-h aix)i{x) -H A:X, 
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désignant une fonction entière, de x, du degré m — 1 , à coeffi- 
cients entiers, et k un coefficient constant dont la valeur numérique soit 
entière. 

Dans la recherche des diviseurs radicaux d’un nombre entier donné 
at,, on peut toujours supposer que le diviseur radical cherché, et même 
le quotient du nombre oz par ce diviseur, n’offrent pas de facteurs 
entiers. En effet, si, dans l’équation (7), on supposait 

<p(p) = <^?i(p) 
ou 

x(p) = ^x«(p)» 

?)(p) ‘JU Xi(p) polynôme radical à coellicients entiers. 

c devrait diviser x, et l’équation (7) pourrait être remplacée parla 
suivante 

^=?i(p)x(p)> 0“ 7 ^TCplXitp). 

<ot-> 

en vertu de laquelle ç,(p) ou <p(p) serait diviseur de 
On pourra donc toujours supposer, dans le théorème III, que cha- 
cun des facteurs radicaux a„ + a,p, x(p) n’offre pas de diviseurs 
entiers. Alors les coofficicnts a„, a, seront premiers entre eux, et par 
suite, comme il est aisé de le voir, chacun d’eux sera premier à n. 
Alors aussi, en nommant p un diviseur premier de x, on tirera de la 
formule (9) 

(10) (mod./>), 

quelle que soit la valeur attribuée à X. La formule (10) se réduirait à 

(11) (raod./)), 

si P divisait k. Mais, comme dans cette hypothèse l’équation (ri). 
dont le degré est/w, devrait offrir p racines distinctes, il est clair que 
P devrait être inférieur ou tout au plus égal à m. 

Lorsque, «0 étant premiers entre eux, le binôme radical 
a,4-fl,p sera diviseur detni; si d’ailleurs x n’a pour facteurs premiers 
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que des nombres supérieurs à m, il suffira de choisir x de manière à 
vérifier la condition 

(lî?) aQ->r a^üo (mod,(DL), 

pour que la formule (lo) entraîne la suivante 
(i3) X==o (mod.<D'i;)) 

et, à plus forte raison, la suivante : 

( 1 4 ) -Z*" I ( mod. X ). 

Mais, d’autre part, si l’on nomme N l’indicateur maximum correspon- 
dant au nombre entier X, tout nombre x premier à x vérifiera la con- 
dition 

(1 5 ) ' (mod.X). 

Enfin, si co désigne le plus grand commun diviseur de N etde/i, les 
formules (t/|), (i 5 ) entraîneront la suivante 

(16) (mod.X), 

et, dans cette dernière, (o ne pourra se réduire à Tunité. Car, si à 
l’équation (i3) on joignait la condition 

(17) xz=Li (mod.X), 

X devrait se réduire à l’unité, ou bien encore au nombre /^, si n était 
un nombre premier ou une puissance d’un tel nombre. En consé- 
quence, on pourra énoncer généralement la proposition suivante : 

Théorème IV. — a?, x étant deux entiers quelconques, nommons m le 
nombre des entiers premiers à n, et N 1* indicateur maximum correspon- 
dant au nombre X. Supposons d* ailleurs que le nombre X ait pour facteurs 
des nombres supérieurs à /^, ou même à n(^ \ — si n est une puissance 

d'un nombre premier c. Pour que le nombre X admette un dwiseur 
radical linéaire et de la forme 


Uq H' a^r. 
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a i étant premiers entre eux, il sera nécessaire que n e/ N offrent un 
commun dwiseur supérieur à V unité. 

Corollaire I. — Si n est un nombre premier, alors, en vertu du théo- 
rème précédent, N devra être divisible par n. 

Corollaire II. — Si et w sont deux nombres premiers, on aura 

Nr=;)L-i; 

et par suite, pour que admette un diviseur radical linéaire de la 
forme -h a^ p, il sera nécessaire que K. soit de la forme [\x i. 

Considérons maintenant d’une manière spéciale le cas oii /^ est un 
nombre premier. Alors on aura 

m /l — I et X =: -h J?'»"* j; I* I . 

Alors aussi la formule (t3) offrira m racines distinctes; et, si x est 
décomposable en deux facteurs radicaux 

dont run soit linéaire, et dont aucun n’admette de diviseur entier, 
les m racines de l’équation (r3) devront satisfaire à la formule (i i), 
dont le degré est m, et l’une d’elles à la formule Dans un pro- 
chain article, nous appliquerons ce principe, et les princip(»s analo- 
gues auxquels conduiraient les formules (G) et (8), à la décomposi- 
tion des nombres entiers en facteurs radicaux, ou même des polynômes 
radicaux en polynômes de même espèce. 


357. 

Physique matiiÉxMatique. — Mémoire sur le mouvement tVun système de 
molécules dont chacune est considérée comme formée par la réunion de 
plusieurs atomes ou points matériels. 

C. R., T. XXIV, p. t\\\ (i5 mars 1847). 


Simple énoncé. 
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Théorie des nombres. — Mémoire sur de nouvelles formules relatives à 
la théorie des polynômes radicaux y et sur le dernier théorème de 
Fermât. 

C. R., T. XXIV, p. 469 (22 mars 1847). 

Préliminaire. 

Le mode de démonstration, proposé par l’un de nos confrères pour 
le dernier théorème de Fermât, dans un Mémoire présenté à la séance 
du I®'' mars, exigerait, comme l’a remarqué M. Liouville, que l’on 
établit d’abord, pour les polynômes appelés complexes, des proposi- 
tions analogues à celles sur lesquelles repose, en Arithmétique, la 
décomposition d’un nombre en facteurs premiers. Une seconde diffi- 
culté se tire de la considération des expressions imaginaires désignées 
par zi dans le Mémoire dont il s’agit ; car ces expressions étant, comme 
l’a remarqué encore M. Liouville, des diviseurs de l’unité, on ne sau- 
rait dire que leurs puissances ne peuvent diviser certains polynômes 
complexes, ni que, pour ce motif, la formule (i i) de la page 3i5 (') 
soit irréductible. D’un autre côté, l’auteur d’une Note insérée dans le 
Compte rendu de la dernière séance s’est proposé de faire voir que le 
principe fondamental sur la décomposition d’un nombre en facteurs 
premiers, ainsi que la méthode d’Euclide pour la recherche du plus 
grand commun diviseur, sont entièrement applicables aux polynômes 
complexes; et, pour le prouver, il a commencé par reproduire, à peu 
de chose près, l’analyse dont M. Dirichlet a fait usage dans un beau 
Mémoire sur les formes quadratiques. A la vérité, l’auteur de la Note 
a reconnu que les mêmes principes s’appliquent aux polynômes com- 
plexes qui renferment les racines cubiques de l’unité ; mais une objec- 
tion s’élève contre le passage où il assure qu’on peut aisément étendre 
le même mode de démonstration aux nombres complexes de forme 


(1) Comptes rendus, T. XXIV; 1847. 
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plus compliquée qui dépendent des racines de l’équation binôme 

n étant un nombre entier quelconque. En effet, suivant la Note citée, 
pour opérer cette extension, il suffirait de prouver que le produit d’un 
polynôme donné par les polynômes semblables qu’on obtient en sub- 
stituant successivement l’une à l’autre les diverses racines imagi- 
naires de l’équation binôme est un nombre toujours inférieur a 
l’unité, lorsque, dans le polynôme donné, chaque coefficient est com- 
pris entre zéro et l’unité. Or il est aisé de voir que cette dernière pro- 
position ne saurait être admise, môme dans le cas très simple où l’on 
prend 72 = 7. En effet, si l’on nomme p une racine primitive de l’équa- 
tion binôme 

on aura, comme l’on sait, 

P “4- P® -f-'p*’ -I" P* -4- P® "4- P® — I , 

P — p®-4- p^ — p®-f- P* — p®^-:± 7* V/"““ ‘ » 
et, par suite, le module de chacune des sommes 
P -4- p- 4- P*, P® -4- P® -h P® 

sera réduit au module commun des deux expressions imaginaires 

-i-i-7*v^— I — i — s/ - * I 

, , 

2 2 

c’est-à-dire à v/2. Donc le produit des deux sommes sera égal au 
nombre 2, ce dont il est d’ailleurs facile de s’assurer directement; et 
si l’on désigne par f(p) l’une des deux sommes, par exemple le tri- 
nôme complexe 

- p-4-p®-4-p\ 

le produit de ce trinôme par les trinômes semblables qu’on obtiendra 
en substituant successivement à la racine p les autres termes de la 
suite 

p, p\ p\ pS p®, p® 

sera égal au nombre 8, notablement supérieur h l’unité. Ajoutons que 

3i 


œuvres de 6’. — S. I, t.X. 
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CO produit sera encore très peu diflPérent du nombre 8, et par suite 
supérieur à l’unité, si, dans le trinôme 

«P + 6p* + yp*, 

on attribue aux coeilicients a, 6, y des valeurs positives inférieures à 
l’unité, mais qui en diffèrent très peu. Généralement, si, n étant un 
nombre premier de la forme l\m -f- 1, on nomme r une racine primi- 
tive de l’équivalence 

x"-' I (mod. «), 

les deux polynômes 

p'‘-t-p''*-t-p'“-l-. . .4- P'””’ 

auront pour module commun l’expression 


n ■+■ I 

-IT’ 


et le produit de tous les polynômes semblables qu’on obtiendra en 
substituant successivement à la racine p ses diverses puissances d’un 
degré inférieur à n sera 



Le même produit serait réduit à 


w- I 



si, dans les polynômes donnés, chaque coefficient était réduit à f, et 
alors ce produit surpasserait l’unité pour toute valeur du nombre pre- 
mier «, égale ou supérieure 817. 

On voit, par ce qui précède, que la théorie générale des nombres 
complexes est encore à établir. Je vais essayer de poser ici les prin- 
cipes fondamentaux de cette théorie; je chercherai ensuite à en dé- 
duire le dernier théorème de Fermât. 
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§ I. — Considérations générales sur les polynômes radicaux. 
Propriétés diverses de ces polynômes. 

Soit P une racine primitive de Téquation binôme 

(1) 

n étant un entier quelconque; nommons m le nombre des termes qui 
sont premiers a / 2 , dans la suite 

et désignons par 

I , a, by Cy , . ,y k 

ces mêmes termes. Les diverses racines primitives de réqiiation (i) 
seront 

p, p«, p'% p'*; 

et si Ton pose 

( 2 ) A— (*2? -p) (.r - p«) , . . (.r - p'*), 
alors 

(3) 

sera une équation à cocilicients entiers, irréductible et du degré m. Si 
d’ailleurs on pose 

(4) f(p) iz: a + 6p -H yp*H- . . . -1- Yjp'*'-\ 

les coetïicients a, 6, y» • • ^ étant réels, f(p) sera un polynôme com- 

plexe ou radical qui, étant réduit à sa plus simple expressioUy prcMidra la 
forme 

(5) f(p) =: a -f" 6p -h yp'-H • • . + 6p'"“^; 

et le produit de ce polynôme par les polynômes semblables qu’on 
obtient en substituant successivement à la racine p les autres termes 
de la suite 


p, p«, p^ ..., p'* 
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sera une fonction (3ntierc des seuls coefficients a, 6, y* •••• produit, 
composé de facteurs qui sc déduisent les uns des autres suivant uik^ 
loi déterminée, peut être appelé factoriel tout aussi bien que les. facto- 
rielles arithmétiques et géométriques dont j’ai parié dans d’autres 
Mémoires (Tome XVII des Comptes rendus, page 64i) (*). Nous lui 
donnerons effectivement le nom de factorielle complexe ou radicale* Si 
on le représente par 0, on aura 

(6) e^f(p)f(p«)f(p'0...f(p'O. 

D’ailleurs la factorielle 0 devra être soigneusement distinguée des 
modules de ses divers facteurs considérés comme expressions imagi- 
naires. Si l’on représente ces modules par 


r ay Cb, /’/i, 

(‘I les arguments correspondants par les angles 



P 9 Paj P 1)9 Phy 

on aura 


(7) 

(■(p) = rceV-' , f(p«) = /•„ 

et 


(8) 

% — rr^rt,... r,,. 


les angles p,p„ p^ disparaissant dans la valeur de 0, attendu que 

les racines 

P. P". P*. •••. p" 

de l’équation (3) seront imaginaires et conjuguées deux à deux. Pour 
ce même motif, les modules 

^9 ^a» f by •••> r^ 

seront eux-mêmes égaux deux à deux; et l’on aura, en tenant compte 
seulement des modules correspondants à la moitié des racines, savoir. 


(») OEuvres de Cauc/ry, S. I, T. VIII, p. 6d. 
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aux racines non conjuguées, 

(9) ^ = 

chaque module étant déterminé par une équation de la forme 

(10) /•r=f(p)f(p-'). 

Si l’on suppose la valeur du polynôme f(p) donnée par la for- 
mule (4). et si l’on attribue aux coelRcicnts des valeurs a, 
finies, la factorielle 0 sera une fonction de ces coefficients qui ne va- 
riera pas quand on les fera tous croître ou décroître simultanément 
d’un nombre quelconque l, puisqu’on aura toujours, en prenant pour p 
une racine primitive de l’équation (i). 


('0 


I -t- P + p’ + . . . + p""* = O, 


Donc alors la factorielle 0 conservera une valeur finie pour dos valeurs 
infiniment grandes de i, c’est-à-dire pour un accroissement infiniment 
grand attribué aux divers coefficients. Mais il n’en sera plus générale- 
ment de même, si l’on attribue des accroissements infiniment grands 
à quelques coefficients seulement. Il y a plus : si l’on suppose le poly- 
nôme f(p) réduit à sa plus simple expression et ramené à la forme (5), 
il arrivera souvent que la factorielle 0 deviendra infinie pour des va- 
leurs infinies quelconques des divers coefficients. Ainsi, en particu- 
lier, si l’on prend n = 3, en sorte que p désigne une racine primitive 
de l’équation binôme 

I, 


alors, en posant 
on trouvera 


f(p) = a H- 6p + Sy H- yp*. 


0 6* + y* — «6 — «y — 6y =; 


(cc — Sy ->- (« — y )^ + (6 — y )» ^ 

■i 


et par suite la factorielle 0 conservera une valeur finie quand on 
attribuera simultanément aux trois coefficients a. S, y un même ac- 
croissement fini ou infini. Mais elle deviendra toujours infinie, si l’on 
fait croître indéfiniment deux coefficients a, ê, ou l’un des deux seu- 





COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


Icincnt. Il y a plus ; si le polynôme f(p) est supposé réduit à sa plus 
simple expression, on aura y = o, et la valeur de 0, réduite à 


6*— aS = 


(a — 6)*4- a*-f* 6* 

, 

2 


(l(‘viondra toujours infinie pour des valeurs infinies des deux coeffi- 
cients ou de Tun des deux seulement. 

Il importe d’observer que, en vertu de la formule (6), la facto- 
rielle 0 est une fonction symétrique des racines primitives de l’équa- 
tion (i). Donc, si l’on nomme Ç/ la somme des /*"**"®* puissances de ces 
racines, c’est-à-dire si l’on pose 

(12) ç/ ~ p' 4- H- -H . . . -f- f/*', 

/étant un nombre entier quelconque, 0 sera une fonction entière, non 
seulement des coefficients a, 6, y, . . • ♦ mais encore des sommes 


$1» €2» • • • > Çm— !• 

Donc, si les coefficients a, 6, y, ... offrent des valeurs entières, la fac- 
torielle 0 se réduira simplement à un nombre entier. 

Parmi les valeurs nouvelles que peut prendre 0, lorsqu’on y fait 
varier les coefficients a, y, ..., on doit remarquer celles qu’on 
obtient quand on fait croître ou décroître un ou plusieurs coelficienls 
(le quantités entières, et spécialement celles qu’on obtient quand on 
fait croître ou décroître un seul coefficient de l’unité. Concevons, 

|)our plus de commodité, que l’on désigne par 0^, ou 0g, ou 0^ 

ce que devient 0 quand on fait croître a, ou Ç, ou y, ... de Tunité. On 
aura évidemment 


(i3) 0a - [I H-f(p)] [I -4- f(p«)] . . . [I + f(p'0]; 

et comme, en vertu de la formule (ï 3), les facteurs de 0a seront deux 
à deux conjugués, et de la forme 

la formule (i3) donne 

(1/4 ) 0 a ~~ (l — 2/- cos/? 4- /•*) (l — 2 r’a COS/?a H" '«) • • • > 
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an 

le nombre des facteurs du second membre étant égal à !jm. On trou- 
vera pareillement 

(15) ee=z[p-i- f(p)] f(p-)] . . . [p'*-f. f(pA)] 

ou, ce qui revient au même, 

(16) 06=1 [i p-» f(p)] [i + p-« f(p«)] . . . [i + p-'* f(p'*)]. 

IVailleurs, une racine primitive p de l’équation (i) sera de la forme 

( 17 ) p — e^>l-\ 

rs étant un arc réel que l’on pourra, si l’on veut, supposer déterminé 
par la simple formule 

(18) m— — • 

n 

Cela posé, l’équation (16) donnera 

(19) 0 g=: [1 4- 2 /-C 0 S(/? — w) -h r*] [l -h 2 /'a COS(Pa-r- (im) /‘J] 

On trouve, de la même manière, 

( 20 ) 0Y=r [n- 2 r cos(/? — 2 Gt) + r*] [i-h cos(/7„— 2aTn) 4- / J]. . , 

et ainsi de suite. Par conséquent, si l’on attribue à f(p) la forme géné- 
rale que présente la formule ( 5 ), les divers termes de la suite 

(21) 0a, 06, 0r, % 

ne seront autre chose que les diverses valeurs que prendra l’expres- 
sion 

( 22 ) [ï 4- 2rcos(p — co) H- /•*] [i 4- 2 raCOs(p — au) 4- 

lorsqu’on y substituera successivement, à la place de co, les divers 
termes de la progression arithmétique 

(23) O, CI, 2CI, 3ci, (n — i)cr. 

Observons d’ailleurs que, en vertu de la formule (i8), si l’on porte, h 
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partir d’une meme origine, %ur la circonférence du cercle dont le 
rayon est l’unité, les arcs représentés par les divers termes de la pro- 
gression (aS), les extrémités de ces arcs seront les sommets d’un po- 
lygone régulier inscrit au cercle, et qui offrira n côtés. 

Soient maintenant 

(24) 0.a, 0-^, 0-.y, 0-yi 

l(‘s valeurs que prend la factorielle 0, quand on y fait croître de Funité, 
non plus les quantités a, ou 6, ou y, . . . , mais les quantités — a, ou 

— 6, ou — y, Les termes de la suite ( 24 ) représenteront encore 

les valeurs que prcuulra successivement 0, si l’on y fait décroître a, 
ou S, ou y, . . . de la quantité — 1 ; et, en raisonnant comme ci-dessus, 
on prouvera que, pour obtenir ces divers termes, il sulïit d’attribuer 
successivement à o) les valeurs 


O, tiJ, 2ÜJ, 3nj, ..., (/i — i)cj, 

non plus dans le produit (2 déterminé par l’équation ( 22 ), mais dans 
le produit £2,, déterminé par la formule 

(2.5) [i — 2 r cos(/? -- co) 4- r*] [1 — 2r,, cos(/> ™ aco) -h /’J] .... 


11 existe un moyen facile d’obtenir dans tous les cas une limite égale 
ou supérieure à la factorielle 0. En effet, posons, pour abréger, 

( 26 ) u = :L±j 1 ±z 1 ± — 

ni 

OU, ce qui revient au même, 

( 2, ) Il f(p)f(p-')-hf(p^)f(p-«)+...+f(p^‘)f(p -^‘) ^ 


R sera la moyenne arithmétique entre les nombres représentés par les 
produits 

(28) f(p)f(p-'), f(p“)f(p-“), ..., f(p")f(p-"). 

D’autre part, on tirera de la formule (6), en y remplaçant p par p~', 

(29) e = f(p-‘)f(p-‘')f(p-*).^.f(p-*), 
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et par suite on aura 

(3o) e*:=f(p)f(p-')f(p“)f(p-«)...f(pA)f(p-^). 


Donc la moyenne géométrique entre les produits (28) sera la racine we”'"'* 

(le 0^011 G'"*: Mais la moyenne géométrique entre plusjcuirs nombres est 
toujours ou égale, ou inférieure à la moyenne arithmétique entre les 
mêmes nombres. On aura donc 

et 

nt 

(3i) (-) 


Si, pour fixer les idées, on suppose que n soit un nombre premier 
impair, on aura 


m Tzr. n — I , 


et la formule (27) dctinera 

( 32 ) R — : -H -h . 


«6 -f- «y 4 - . . . H- 6y - 1 - . . . 

n — I 


Donc alors, en posant, pour abréger. 


(33) 

on aura simplement 

( 34 ) 


( s z-z(x -f- 6 -h y -f- . . . , 

I .Vj ~ "4" 6" ■+* y* •+■ . . • , 


R^ 


2 ( /I — I ) 4 — 
2(/^-l)'“ ^ 


par conséquent la formule ( 3 i) donnera 
(35) 

l. «(" — ') 

et, à plus forte raison, 


/f— l 



Si chacun des coefficients a, 6, y* ••• offre une valeur numérique 

OKuvres de C. — S. I, t. X, 32 



250 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


infcrieuro à l’uiiité, si d’ailleurs y), comme on peut toujours le sup- 
poser, se réduit à zéro, on aura 

— I, 

et la (brmule (36) donnera 

« — 1 

(37) 

La même formule donnerait 

(38) »:(î) ’ 

si. Y] étant nul, on attribuait aux divers <3oeiricients a, 6, y, . . . des 
valeurs numériques comprises entre les limites o et 

Le cas où, dans le polynôme f(p), les coefRcients a, 6, y, . . . , y) se 
réduisent, aux signes près, à des nombres entiers, mérite une attention 
spéciale. Lorsqu’un polynôme f(p) à coelRcient^entiers est le produit 
de deux autres polynômes de même espèce ?(p)» '/,(?)» de ces 

derniers est appelé diviseur du polynôme f(p); et, comme l’équation 

1‘(P)^9(P)X(P) 

(uitraine la suivante» 

i'(pO •“9(p0x(p'), 

quelle que soit la valeur du nombre entier /, il est clair que, si ç(p ) 
est diviseur de f(p), ^(pO diviseur de f(p^). Si f(p) se réduit à 
un nombre entier A, on aura encore 

f(p')-A'; 

et, par suite, on peut affirmer que, si un polynôme radical ^(p) à coef- 
ficients entiers est diviseur de k, le polynôme 9(p0 ^^ra pareillement 
diviseur de quel que soit /. 

Observons encore que, en vertu de l’équation identique 

-h (a -h 6) (a -H êp). . . (a “h Sp"""*), 

qui subsiste pour une valeur quelconque du nombre entier et impair //, 
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g" 6^ 

représentera la factorielle correspondante à chacun des binômes radi- 
caux 

g-f-6p, g-f-êp*, g-H-êp'»-*. 

Donc tout binôme radical de la forme 

g 6p^ 

sera un diviseur de ce rapport, quelle que soit la valeur entière de /. 
Or, comme on réduit le rapport dont il s’agit h l’unité, quand on pose 

oc t 6 ~ If 

et au nombre w, quand on pose 

oc -- 6 rr.: | , 

nous pouvons alfirmer que tout binôme radical de la forme 

I -H p' 

('st un diviseur de l’unité, et tout binôme radical de la forme 

i-p', 

un diviseur du nombre entier /i. 

Remarquons encore, avant de terminer ce paragraphe, que, dans 
le cas où les coetTicients a, 6, y, ... sont entiers, on peut de la for- 
mule (6) déduire le quadruple do la factorielle 0, sous une forme 
semblable à celles sous lesquelles nous avons présenté, dans un pré- 
cédent Mémoire, des entiers dont chacun est le quadruple d’une puis- 
sance d’un nombre premier. Ainsi, par exemple, n étant un nombre 
premier, si l’on nomme r une racine primitive de l’équivaleiuM» 

(39) (nlOll./^), 
l’équation (6) donnera 

(40) 


0^F(p)F(pO, 
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la valeur de F(p) étant de la forme 

P(|5) — ... ‘4- P**" *) -4- f (p** -h p’’* H- . . . -4- P*’" *), 

et «, b, c étant des cocnicicnls qui seront entiers en même temps que 
a, 6', Y Par suite, si l’on pose 

(.',!) A = P - p-- -4- p--’ - P'” + . . . - P'-- 

et 

(42) A-.— 2tt— b — f. B — b — f, 
on aura 

(43) 4D=^A‘-B*A*. 

Comme on aura d'ailleurs 

(44) A‘=(-i)"‘~/i. 
réquatinii (43) donnera 

0 — 1 

(4.5) 40 = A«-(-i) * «B*. 

On aura donc 

(46) 4» = A*- «BS 
si n est de la forme 4^ -t- i , et 

(47) 4» = A*+«BS 
si rt est de la forme 4/ 4- 3. 

A l’aide des formules précédentes, il est facile de prouver que, si 
n est de la forme 4^4-3, I étant positif, 0 ne pourra se réduire à 
l’unité sans que cette réduction entraîne la condition B = o. Kn effet, 
lorsque 0 se réduit à l’unité, la formule ( 47 ) donne 

(48) «B’“4-A*. 

Or, n étant, par hypothèse, un nombre premier de la forme 4^ 4- 3, 
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on ne pourra vérifier l’équation ( 48 ) qu’en supposant, ou 

(49) A = I, « — 3 

OU 

(50) A “ 2 , 11 = 0 . 

On pourrait demander encore sous quelles conditions la factorielle 0 
peut se réduire au nombre premier n supposé de la forme 4^ + 3. Or. 
si cette réduction a lieu, la formule ( 47 ) donnera 

«(4-B*) = A‘. 

Donc alors A sera de la forme nC, C étant choisi de manière à vérifier 
l’équation 

4 — 

et par conséquent, si A ne s’évanouit pas avec G, il faudra que l’on ait 
« = 3 ; B = i, C = i, A - 3. 

Donc 0 ne pourra se réduire à «, à moins que l’on n’ait A = o 
ou « = 3. 

Le polynôme f(p), déterminé par l’équation (4), renferme géné- 
ralement « termes. Considérons maintenant le cas où, plusieurs des 
coefficients venant à s’évanouir, le nombre des termes est réduit à /. 
Si chacun des coefficients restants offre une valeur numérique infé- 
rieure à 5 on aura 

. l 

- > > 

4 

et la formule (36) donnera 


1 



En vertu de cette dernière formule, 0 sera inférieur a l’unité, si l’on 
suppose 1—2, n étant supérieur à l’unité, ou /= 3, n étant supé- 
rieur à 3. 
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On verra, dans un autre article, les avantages que présente, pour 
la solution des deux problèmes précédemment indiqués, l’emploi de 
quelques-unes des formules que nous venons d’établir. 


359 . 

Théorie des nombres. — Mémoire sur de nouvelles formules relatives à la 
théorie des polynômes radicaux, et sur le dernier théorème de Fermât 
(suite). 

C. R., T. XXIV, p. ji6 (29 mars 1847). 

Lorsqu’on veut faire servir k la démonstration du dernier théorème 
de Fermât la considération des polynômes complexes, on a deux pro- 
blèmes distincts a résoudre. D’abord, comme l’a fort bien remarqué 
M. Liouville, on doit faire voir qu’un produit de polynômes complexes 
ne peut être décomposé en facteurs premiers que d’une seule manière; 
puis, en supposant ce principe établi, on doit en déduire le théorème 
de Fermât. Les observations de M. Liouville et celles que j’ai insérées 
rnoi-méme dans le Compte rendu de la dernière séance prouvent la 
nécessilé d’attaquer ces deux problèmes. Je commencerai par m’oc- 
cuper du premier. Après quelques recherches, je suis parvenu à le 
ramener îi une question de maximum, ainsi qu’on le verra dans le 
jiaragraphc suivant. 

8 IL Sur ta dreomposition d'un polynôme radical en deux parties, 
dont Vune corresponde à une factorielle plus petite que l'unité. 

Supposons que, p étant une racine primitive de l’équation binôme 

(i) .r«--zri, 

on pose 

(•2) f(p) 60 H- yp*~h. . .-4- 

a, 6, Y» .... Y] étant des coefficients réels. Si ces coefficients s’éva- 
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nouissenf. tous, à l’exception du premier, le polynôme radical f(p) 
sera réduit à une quantité réelle a, et la factorielle correspondante» 
au même polynôme sera représentée par a"*, m étant le nombre des 
entiers inférieurs à et premiers a n. Alors aussi le polynôme f(p), 
réduit à la quantité réeüe a, pourra être décomposé en deux parties, 
dont la première soit entière, et dont la seconde corresponde à un 
module compris entre les limites o, i, par conséquent à une (acto- 
rielle inférieure à l’unité. H y a plus : en augmentant ou diminuant 
de l’unité, s’il est nécessaire, la première partie, on pourra toujours 
faire en sorte que le module de la seconde partie devienne inférieur 
à et la factorielle correspondante à Voyons maintenant s’il sera 
possible d’arriver a des résultats du même genre, dans le cas où les 
coelïicients ê, y, ... cessent de s’évanouir tous à la fois, et si, dans ce 
cas encore, lo polynôme f(p) pourra être décomposé en deux parties, 
dont la première soit un autre polynôme à coelTicients entiers, mais 
tellement choisis que la ftictorielle correspondante a la seconde partie 
devienne inférieure à l’unité. 

Soient 

I , a, />, . . . , h 

les entiers inférieurs et premiers à n. Posons, comme dans le I, 

f ( P ) reP , f ( ) rr: /•,, v'- « , 

t'a, ... étant les modules des polynômes f(p), f(?")» 

Kntin, soit 

(3 ) 0 F(a, 6, y, . . . , *0 ) -- rr ., . . . /•/. ^ /•»/•* . . . 

la factorielle relative au polynôme radical f(p), et concevons que, 
dans la formule (3), on attribue aux coelHcients 

a, S, y, ...» Y) 

des accroissements entiers, positjfs ou négatifs, représentés par 


(4) 


Aa, AS, Ay, ..., Ay]. 
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La factoriolle 0 prendra un accroissement correspondant A0, et, parmi 
les diverses valeurs de 0 4- A0, il y en aura généralement une qui sera 
inférieure à toutes les autres. Nommons T cette plus petite valeur. La 
question qu’il s’agit de résoudre consiste évidemment à savoir si l’on 
aura toujours 

(5) T<i. 

Nous observerons d’abord que, en choisissant d’une manière con- 
venable les accroissements attribués aux coefiieients «, 6, y, r], 
on peut abaisser la valeur numérique de chacun de ces coefiieients 
au-dessous de J, et par conséquent la somme s.^ de leurs carres au-des- 
sous du nombre j/, / étant le nombre de ceux des coefficients qui ne 
sont pas alors réduits à zéro. D’ailleurs, en vertu de la formule (36) 
du paragraphe précédent, la valeur de 0 est toujours inférieure à 

/i~l 

( 7 /zrr) ' Donc, en opérant comme on vient de le dire, on obtiendra 

une valeur de 0 - 1 - A0, qui vérifiera la condition 

*-“<(;7ê7 5f 


et l’on aura encore, à plus forte raison; 


(6) 


T< 




D’ailleurs, le second membre de la formule (6) est égal ou inférieur 
à l’unité, quand on suppose 1 = 1 , n étant supérieur à l’unité, ou 
/= 3, « étant supérieur à 3. Donc la condition (5) se vérifiera tou- 
jours, quand le polynôme f(p), réduit si l’on veut à sa plus simple 
expression, renfermera deux termes seulement, n étant supérieur à 
l’unité, ou trois termes, n étant supérieur à 3. 11 y a plus : en s’ap- 
puyant sur la formule (3i) du § I, on prouvera assez facilement qu’on 
peut, à la condition (6), substituer la suivante 


<7) 


T< 


0 "' 
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et que, en conséquence, la condition (5) se vérifie encore quand le 
polynôme f(p) renferme quatre termes au plus, quelle que soit d’ail- 
leurs la valeur do n. 

Supposons maintenant que, dans réquation (3), les coefficients 

a, 6, y, .... Y) 

reçoivent précisément les valeurs pour lesquelles la factorielle 0 -f-A 0 
atteint sa plus petite valeur T, en sorte que cette plus petite valeur 
corresponde à des valeurs nullcs des accroissements 

Aa, AS, Ay, .... An, 

et, par conséquent, à une valeur nulle de A0. L’équation 

(8) A0 = o, 

qui sera vérifiée quand on aura 0 = 1 ’, se trouvera généralement rem- 
placée, lorsque les accroissements Aa, AS, . , Av), ou du moins quel- 
ques-uns d’entre eux, cesseront de s’évanouir, par la formule 

(9) A0>o. 

D’ailleurs, si, comme dans le § I, on nomme 0», ou 06, ou 0^, ... la 
nouvelle valeur que prend 0 , quand on y fait croître a, ou 6 , ou y, . . . 
de l’unité, la valeur de A0, correspondante à cette hypothèse, sera 
représentée par la dilférence 0* — 0, ou 06 — 0, ..., ou 0,, — 0. Donc 
la formule (g) comprendra les suivantes : 

(10) 0a— 0>O, 06— 0>o, 0,|— 0>O. 

Pareillement, si l’on nomme 0_a, ou 0_6, ou 0-.^, ... la nouvelle 
valeur que prend 0 quand on y fait décroître a, ou 6 , ou y de 
l’unité, la formule ( 9 ) donnera encore 

(11) 0_a— 0>o, 0_6— 0>o, 0_,) — 0>o. 

Mais, en vertu de ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, les 
divers termes de la suite 

0a, 06, ..., ©n 
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seront les diverses valeurs que reçoit le produit Q déterminé par la 
formule 

(1 2 ) £2 — [n- 2 rcos(/? — [l4- 2raCOS(/?a““ «w)-h rj]. . 

quand on prend successivement pour valeurs de co les divers termes 
de la progression arithmétique 

(13) O, CT, 2CT, 3ct*, (n — i)ct, 

la valeur de ct étant 

(.4) 

Pareillement les divers termes de la suite 


0_a, 0-6, 0-r, 

seront les diverses valeurs que reçoit te produit û,, déterminé par la 
formule 

(15) £2,= [i — 2 r cos(/> — co) -+- r*] [i — cos(/>a— ao)) r* ]. . ., 

lorsqu’on attribue successivement à co les valeurs dont il s’agit. Donc 
les formules (lo) et (i i) seront vérifiées si l’on a 

(16) £2 — 0>o, £2, — 0>o 

pour l’une quelconque des valeurs de co comprises dans la progres- 
sion (i3). 

En résumé, la valeur T de 0, pour laquelle la condition (9) sera 
remplie, quelles que soient les valeurs entières attribuées aux accrois- 
sements 

Aa, AS, Ar), 


vérifiera constamment les formules (lO). Cela posé, concevons que, 
pour un système donné de valeurs des coefficients a. S, y, . . . , yj, on 
nomme II le plus petit des termes compris dans les deux suites 


0a, 

0« 


06 , 


a, 


0T|, 

0- 


n* 


0 - 6 , . . . , 
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11 sera en mémo temps le plus petit des nombres qui représenteront 
les diverses valeurs de 12, correspondantes aux divers termes de la 
progression (i3); et la condition (5) sera toujours remplie, si, pour 
des valeurs quelconques attribuées aux coefficients a, 6, y, . . . , vj, par 
conséquent aux modules r, ... et aux angles /?, Pb^ . . . ♦ la 

factorielle 

( 17 ) 

est constamment inférieure a riinité, lorsqu’elle vérifie la formule 

(18) 0<II, 

ou, ce qui revient au meme, la formule 

(19) 0r...ori, 

ô désignant un nombre compris entre les limites o, i. 

Observons, à présent, que si l’on pose 

a rrf O, 6 ■ r O, y O, . . . , YJ “ O, 

les polynômes 

f(p), f(p-), f(p'0 

s’évanouiront tous avec leurs modules. On aura donc alors 


et 


— O, /’a-o, r/, — 0 

.0 — O < I ; 


par conséquenl, la condition (5) sera vérifiée. Alors aussi les (br- 
iriules ( 12 ) et (i5) donneront 


et par suite on aura 


iî --S2,z=:l, 

n = i. 


Supposons maintenant que les coefFicients 

«, 6, y, Y), 

cessant d’être nuis, acquièrent de très petites valeurs numériques qui 
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soient entre elles dans les rapports donnés, et posons 

on aura sensiblement, pour de très petites valeurs de », 

tnr I -h 2[/* COS(jO — w) -h l'a COS ( /?« — 

12,~ I — 2[/’C0S(/> — W) H- t'a COS(/>«— «Co) 4-. . 

lorsque Tangle co sera choisi de manière que la somme 

r COS(/^ -(*1) 4- l'a COS(/?a— 4- . . . 

no s’évanouisse pas. Donc alors, des deux quantités 12, 12,, la plus 
petite sera intérieure à l’unité, et Ton aura 

n < I. 

i 

Alors aussi la valeur do 0, tirée de la formule (17), sera très petite, 
par conséquent inférieure à l’unité; et, comme II dilférera peu de 
l’unité, cette valeur de 0 vérifiera certainement la condition (iH ), 
ou, ce qui revient au même, la condition (19). 

Supposons enfin que les coclficients 

«, €, y, . . . , -O 

continuent à varier, par degrés insensibles, avec les arguments 

f'y f'at • • • > 

et les modules 

py Pay Pby • • • » 

et que, en conséquence de cette variation, la valeur de a croisse indé- 
finiment. Quand la valeur de 0, donnée par la formule (17), vérifiera 
la condition (18), on aura, d’une part, 

( 21 ) Oa — r’-r^,rl, 

0 étant un nombre inférieur à l’unité; et, d’autre part, 

® <1, 



EXTRAIT N« 359. 


261 


tant que l’unité surpassera la valeur commune des deux membres de 
la formule (ai), et, par suite, la valeur du produit 

/•/•„ /•/, — 

Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, la condition (5) sera 
toujours remplie, si l’unité surpasse la plus grande valeur de OH 
que l’on puisse déduire de la formule (ai), en y faisant croître les 
modules 

par (logrés insensibles à partir de zéro, et en supposant 

0<i. 

Il y a plus : il est facile de s’assurer que cette plus grande valeur de 
on correspond précisément à 

Donc le premier des problèmes qu’il s’agissait de résoudre se trouve 
ramené, comme nous Tavons dit, à une question de maximum, savoir 
il celle dont voici l’énoncé : 

Pkoklkme. — Soit II la plus petite des valeurs que fournissent pour 12 et 
pour 12, les formules { 12 ) et (i5)* quand on y substitue successivement à 
la place de co les divers termes de la progression (i3). Concevons d'ail- 
leurs que les modules 

Cj /‘a> • • • > 

d'abord réduits à zéro, varient, par degrés insensibles, avec les argu- 
ments 

P 9 Pa9 Pb9 • • • V 

de manière à vérifier l'équation 

( 22 ) II = rV* ri 

On propose de rechercher la plus grande des valeurs que pourra prendre, 
dans cette hypothèse, la fonction II, et d'examiner si cette plus grande 
valeur est inférieure à l'unité. 
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ün peut remarquer d’ailleurs que la plus grande des valeurs de II 
sera précisément la limite supérieure à laquelle pourra s’élever, sans 
la dépasser jamais, la quantité représentée par la lettre T dans la for- 
mule (5). 

Le problème étant réduit à ces termes, donnons maintenant, en 
quelques mots, une idée succincte des procédés qui peuvent en 
fournir la solution. 

t.omme nous l’avons déjà remarqué, les diverses valeurs de to, com- 
prises dans ,1a progression (i3), représentent des arcs dont les extré- 
mités sont les sommets d’un polygone régulier de n cotés inscrit au 
cercle. Par une conséquence nécessaire, les arcs, que représenteront 
les diverses valeurs de ^ — w et même de t: -f- jo — u correspondantes 
aux diverses valeurs de w, auront encore pour extrémités, lorsque le 
nombre n sera pair, les sommçts d’un polygone régulier de n côtés. 
Mais, si n est impair, les extrémités des arcs correspondants aux 
diverses valeurs de ^ — w seront distinctes des extrémités des arcs 
correspondants aux diverses valeurs de n -+-/> — w; et les extrémités 
de ces deux espèces d’arcs marqueront les sommets d’un polygone 
régulier de 2 /i côtés. 11 est aisé d’en conclure que, pour un système 
donné de valeurs des modules 

r, ra, r,„ 

n sera inférieur au produit 

— arcos^ -H /•„)*('-!- O,)*- • - , 

si n est un nombre pair, et au produit 

^1 — 2/-cos^ (I-H r„)‘(n- 

si n est un nombre impair. Par suite aussi, lorsqu’on fera croître les 
modules 

r. Va, h, ..., 

supposés d’abord réduits à zéro, par degrés insensibles, la valeur de H, 
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fournie par l’équation (22), ne pourra devenir supérieure à celle que 
détermineront les formules 

( 23 ) — 2 /• cos ^ -h (,i -f* Il r- r"\ 

si n est un nombre paif ou les formules 

(24) — 2/‘ cos^ + (14- r)'"-*— II == /*"», 

si n est un nombre impair. 

Si, pour fixer les idées, on suppose n — 4, on aura 


m 2 ; 

et, comme p sera une racine primitive de l’équation 


I, 

on aura encore 

p'^ -h I ” T O, P rrii zh y/ — I , 

0 - (« -f- 6p) (a -4- 8p») «*4- 6*. 

Alors aussi les formules (23) donneront 


(25) 



/• ™ 


I 



et la quantité T elle-même ne pourra surpasser la limite supérieure 
que cette quantité atteindra effectivement, si dans la factorielle 

0 = a*4-6* 


on pose 



Supposons maintenant n == 3, on aura 
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et les formules (24) donneront 


(26) 


< 

( 


Z 

1 — 2 r cos gz=o, 




Par conséquent, la quantité II et la quantité T elle-même auront pour 
limite supérieure la fraction qu’elles ne dépasseront jamais. 

11 importe d’observer que la première des équations ( 23 ) peut être 
présentée sous la forme 


(•■> 7 ) 


j^(i - /-y -h ^2 sin cj (i + /•)« 


Or, dans cette dernière équation, lé premier membre sera réduit h 
Tunité, si Ton pose /':= o; et, si Ton fait passer r, par degrés insen- 
sibles, de la valeur r — o à la valeur r=: i, le premier membre passera 
de la valeur i à la valeur 



qui sera négative, si Ton a 

m 

( 28 ) Sin— 

2/1 J 

et, à plus forte raison, si Ton a 


m 



Cela posé, il est clair que, si la condition (28) ou (29) est remplie, 
l’équation (27) offrira une racine positive comprise entre les limites o 
et I. Il est vrai qu’une autre racine positive sera comprise entre les 
limites i et oo. Mais de ces deux racines ce sera la plus petite, com- 
prise entre les limites o et i, qui, substituée dans l’équation 


n = r", 

fournira une limite supérieure à la valeur maximum de H. On doit 
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en conclure que, si la condition ( 28 ) ou ( 29 ) se vérifie, n étant un 
nombre pair, la valeur maximum de II sera inférieure à l’unité, et 
qu’alors la condition (5) sera toujours remplie. 

Pareillement on conclura des formules ( 2 / 1 ) que, n étant un nombre 
impair, la condition (5) se vérifiera toujours, si l’on a 



et, à plus forte raison, si l’on a 

m 



Si l’on prend successivement pour n les nombres pairs 
4, 6, 8, 10, 12, i4, 

on trouvera, pour valeurs correspondantes de m, les nombres 

4> 4> '1» 

et les valeurs correspondantes du produit 



seront les nombres 

Lu 6, /i, 5, 6, 

qui sont tous supérieurs à tz ~ 3,i/| i5 Donc alors la formule (^-!)) 

sora vérifiée, et l’on pourra en dire autant de la condition (5). 

Si l’on prend successivement pour n les nombres impairs 

3, 7» 9» 

on trouvera, pour valeurs correspondantes de m, les nombres 

2, 4» t), 0, 8, 

et les valeurs correspondantes du produit 


m 
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seront les nombres 

fi e 7 9 '5 

2 4 

([iii tous surpassent le nombre ir. Donc alors la condition (3i) sera 
vérifiée, et l’on pourra on dire autant de la formule (5). 

11 est donc déjà démontré que la condition (:>) se vérifie pour tout 
nombre entier n qui ne surpasse pas le nombre lo, et même pour 

~ 12 , ainsi que pour n -- t4 et pour n — i5. 

Lorsque le nombre n est égal à 1 1 ou h i3, et lorsqu’il surpasse t 5, 
les formules (23) et ( 24 ) ne fournissent plus le moyen de prouver 
que T reste toujours inférieur à l’unité. . Mais on ne doit pas en con- 
clure que la condition (5) cesse d’être remplie. Il y a plus : on est 
conduit à penser qu’elle doit l’être encore, par les raisons que je vais 
indiquer. 

liOrsquo le nombre n est très grand, un point quelconque de la cir- 
conférence décrite avec le rayon i est toujours très voisin de l’un des 
sommets d’un polygone régulier de /2 côtés, ou de 9.n cotés, inscrit à 
cette circonférence, et par conséquent très voisin de l’extrémité de 
l’un des arcs représentés par les divers termes de la progression U3). 
Alors, assujettir l’angle co à demeurer compris parmi les termes de 
cette progression, c’est, à peu de chose près, le laissiu' entièrement 
arbitraire. D’ailleurs si, dans la fonction ü ou 12,, on laisse l’angle oj 
entièrement arbitraire, la plus petite valeur II de 12 ou de 12' sera une 
fonction entière des modules r, , ainsi que des arguments p, 

p,n Pb^ • • • ; alors la valeur maximum de 11, déterminée à l’aide du 
(Calcul différentiel, sera, comme je le prouverai dans un autre article, 
représentée par la fraction 

//I 

( 0 '- 

Or cette dernière fraction, qui peut être considérée comme la valeur 
approchée du maximum de II correspondant au cas où l’on prend 
pour (O un terme de la progression (i3), sera très petite, par consé- 
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quent très inférieure a l’unité, quand le nombre n sera supérieur 
à lo; d’où il est naturel de conclure que la quantité dont elle repré- 
sente une valeur approchée sera encore inférieure a l’unité. Toutefois, 
comme les raisons que je viens d’énoncer ne sufTisent pas pour con- 
stater en toute rigu'qjir l’existence de la condition (5) dans tous les 
cas possibles, je me propose de revenir encore sur cet objet dans un 
autre Mémoire, et de compléter ainsi la solution du problème dont je 
viens de m’occuper. 

La formule (5), une fois établie pour un nombre donné /^, devient 
la base fondamentale de la théorie des polynômes complexes ou radi- 
caux, qui renferment les racines de l’équation i, et permet de 
résoudre avec une grande facilité des problèmes relatifs aux résidus 
quadratiques, cubiques, etc., ainsi qu’une multitude de questions de 
nombres. En partant de cette formule et en faisant usage de la mé- 
thode suivie par M. Dirichlet, dans le Mémoire que j’ai déjà cité, on 
obtient facilement la décomposition des polynômes radicaux ou com- 
plexes en facteurs premiers, c’est-à-dire en facteurs radicaux, dont cha- 
cun n’ait pour diviseurs que lui-même et les diviseurs de l’unité; puis 
l’on étend à ces polynômes et à ces facteurs les théorèmes que l’on 
démontre en Arithmétique pour les nombres entiers. On reconnaît, 
par exemple, que tout diviseur premier du produit de deux polynômes 
radicaux doit nécessairement diviser V un des facteurs, (‘t que, si un 
polynôme radical étant élevé ci une puissance du degré n, on décompose 
cette puissance d'une mar^ière quelconque en facteurs premiers entre eux, 
chaque facteur sera nécessairement une autre puissance du degré n , ou 
du moins le produit crime telle puissance par un diviseur de Vanité, On 
reconnaît enfin que, si, n étant un nombre premier, ^(p) est un facteur 
premier clan nombre premier p, les seuls facteurs premiers de p seront 
les termes de la suite 

?(p), 9(p')* •••» 9(p'*”')» 

et les produits de ces termes par les diviseurs de Vanité. Ces mêmes 
termes seront, comme il est aisé de le voir, premiers entre eux. 
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lorsque le nombre p sera de la forme 72/4- r, et alors leür produit sera 
prceisérnent égal à p. Mais si le nombre premier p se réduit au nombre 
premier supposé impair, ses facteurs premiers, représentés par les 
fermes de la suite 

1 — p, I — pS I— 'P'»"*, 

cesseront d’etre premiers entre eux, puisque l’un quelconque de ces 
termes est le produit d’un autre arbitrairement. choisi par un diviseur 
de l’unité. 


360 . 

Tut:ouiK DKS ?(OMm\Es. Mémoire sur de nouvelles formules relatives à la 
théorie des polynômes radicaux, et sur le dernier théorème de Fermai 
(suite). 

C. T. XXIV, p. '>7« ( > avril iH/,;). 

Lorsqu’une fois on a établi, pour un nombre donné n, la théorie de 
la décomposition des polynômes radicaux, formés avec les puissances 
d’une racine tè^ de l’unité, en facteurs premiers, on peut déduire* 
immédiatement de cette théorie une multitude de conséquences 
dignes de remarque. Je vais en indiquer quelques-unes dans le para- 
graphe suivant. 

S 111. - Conséquences diverses de la décomposition des polynômes radicaux 

en facteurs premiers. 

Soit w un nombre premier impair; soit encore p une racine imagi- 
naire, par conséquent primitive, de l’équation 

(l) I-O, 

et supposons établie la théorie de la décomposition des polynômes 
radicaux formés, avec cette racine, en facteurs premiers. Le nombre 
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premier n pourra être décomposé en facteurs radicaux à l’aide de 
l’équation identique 

(a) « = (i — p)(i — p*)...(i — P”-.'). 


Mais ces facteurs ne seront pas premiers entre eux. Au contraire, tous 
seront divisibles par l’un quelconque d’entre eux, les quotients étant 
des diviseurs de l’unité; car, si l’on nomme ç(p) le quotient qu’on 
obtient en divisant i — p* par i — p*, 4 et k étant deux termes quel- 
conques de la suite 

I, a, 3, ..., /t I , 


on aura évidemment 


9(p) ?(P*) • • • ?(p""') = 


(i — p'‘)(i — pî'M...(i • p'»-"*) 

(I — P*) (.1 P**) . . . — pi"-')*) ’ 


par conséquent 


9(p) <p(p’) • • • ?(?"“')“ 


On peut observer encore que, en vertu de la formule ( 2 ), on aura 

(3) — p)''--'({/(p), 

tj^(p) étant un polynôme radical à coellicients entiers, équivalent au 
produit des rapports 

I — p’ _ 


I O * 

I P + p 2 -|, . . . 4 . p« - 2 . 

1 — P 1 r 

Il est d’ailleurs évident que, dans la formule ( 2 ), chaquiï facteur sera 
premier, c’est-à-dire non décomposable en deux facteurs qui ne divi- 
seraient pas l’unité; car une telle décomposition entraînerait la dé- 
composition du nombre n lui-même en deux facteurs distincts de 
l’unité, ce qui est impossible. Donc i — p est un facteur premier de n, 
et la formule (3) fournit la proposition suivante : 
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Théorème I. - - n étant un nombre premier impair, et p une racine pri- 
mitive de réquation 

_ I _ 

le nombre n sera le produit de la (n — i puissance du facteur radical 
et premier i — p, par un diviseur de l* unité. 

Soit maintenant r une racine primitive de Féquivalence 

(4) (mod./ï). 

Nommons ct(p) un diviseur radical de l’unité, et prenons 

n(p): :nj(p)?;y(p2).. .Gy(p 

on aura 

(5) I -~n(p)ii(p»-). 

Si d’ailleurs on pose, pour abréger, 

( 6 ) A r_r: P - P'- 4- P»-* - . . . - p'*"~*, 


on trouvera 


(7) 

A, B désignant deux quantités entières, et la valeur de étant 


A 

9, ’ 


(S) 


n—J 

H. 


Par conséquent la Ibrmulc (S) donnera 

(9) 

Si n est de la forme !\l l étant supérieur à zéro, on aura nécessai 
rement (voir la page 253 ) 


et, par suite. 


A ~ 3, 


B — O, 
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Si n était égal à 3, on pourrait avoir encore 

B r : ± I, 

et, par suite, 

(11) n(p)r=±p±', II(p'-)-_;:-_t;p--f'. 

Soit maintenant p un nombre premier de la forme L’équiva- 

lence 

(12) xP-' i-io (mod./>) 

aura, comme l’on sait, pour racines les divers termes de la progres- 
sion arithmétique 

I, 2, 3, ...» 

et Ton en conclut aisément que l’équivalence 
( 1 3 ) — • I O ( mod. ^ ) 

offrira toujours // racines, représentées par les divers termes d’une cer- 
taine progression géométrique 

Toutes ces racines, à l’exception du premier terme i de la progres- 
sion, pourront être considérées comme primitives, et la racine / en 
particulier rendra, non seulement la différence — i, mais aussi le 
rapport 

/« , 

^ -f- -h . . . ^ H- I , 

t — I 

divisible par p. Posons, en conséquence, 

(.4) /r-i- 

I* sera un nombre entier, et l’on aura identiquement 
(i 5 ) (/-p)(f-p*)...{«-p'-') 

Le premier membre de la formule (i5) étant le produit de facteurs 
binômes dont aucun n’est divisible par p, il suit immédiatement de 
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cette formule que p sera décomposable en facteurs radicaux. Cela 
posé, nommons 9(p) un facteur radical et premier de p. Il divisera 
l’iin des facteurs 

/ — p, / — p« / — p^-'^ 

Admettons, pour fixer les idées, qu’il divise p, et nommons y^(p) 
le quotient correspondant. On aura 

/ ^^p — 9(p)x(p). 



\ ^-p«-^:==9(p«-‘)x(p"-'*); 

puis on en conclura, en désignant par A, k deux termes distincts de la 
suite 1 , 2, 3, ~ I , 

( ï7 ) P^' — p^ -- ?(P'0 Z(p'0 — 9(P^) Z(P^ )• 

Or il résulte de la formule (17) que les deux facteurs 

9 (p'0, 9(p^’) 

seront premiers entre eux; car, s’ils ne l’étaient pas, ils offriraient un 
commun diviseur qui diviserait tout à la fois le nombre p et la diffé- 
rence p^'-' p^, sans être diviseur de runité. Mais la différenc<‘ 

p'*~-p'‘rrrp^*(l--p^-'*) 

correspond, ainsi que le binôme i - - à la factorielle //; donc le 
diviseur commun devrait diviser les deux nombres premiers n et p, 
sans être diviseur de l’unité, ce qui est impossible. Donc, si ?(p) est 
un facteur premier de /;, deux termes quelconques de la suite 

9(P)» 9(P’)» ••.*» 9(P''*’*) 

seront premiers entre eux; et, puisque chacun d’eux divisera le 
nombre premier /?, leur produit ou la factorielle correspondante à 
9(p) divisera encore ce nombre dont elle ne pourra différer, en sorte 
qu’on aura 

( 18 ) /;-=: 9 (p) 9 (p*)... 9 (p«-î). 
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Ajoutons que les seuls facteurs premiers de p seront évidemment les 
termes dont il s’agit et les produits de ces termes par les diviseurs de 
l’unité. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

TfiKORÈME II. — Soient n un nombre premier impair ^ p une racine pri- 
mitive de V équation 

.r'* — 1 = 0, 

et p un nombre premier impair de la forme /?/ -f- i . Le nombre p sera 
décomposable en n facteurs radicaux et premiers entre eux, dont on ne 
pourra faire varier les formes quen les multipliant respectivement par 
des diviseurs de V unité tellement choisis, que le produit de tous ces divi- 
seurs se réduise à U unité. 

Concevons à présent que l’on désigne par A, B deux nombres entiers 
quelconques, ou même deux polynômes radicaux formés avec les ra- 
cines de l’équation (r). On aura 

(19) A" B'^-- (A 4- B) (A -4- Bp) ... (A H- Bp'»-'), 

par conséquent 

= (A-i-r{p)(A + «p*)...(A-HBp''-'). 

(](‘la posé, considérons en particulier doux dos facteurs binôinos com- 
pris dans lo second membre do la formule (19), par ex('m|)lo les (ac- 
lonrs 

A + Bp", A-4-Bp*, 

h, k étant deux termes distincts do la suite i , 2, i . Tout divi- 

seur commun de ces deux facteurs devra diviser leur diflérenc(' 

B(p'' — p‘); 

donc il devra diviser ou B et par suite A, ou le binôme radical p'' — p* 
et par suite le nombre n. On peut donc énoncer la proposition sui- 
vante : 

Théorème III. — A B étant deux nombres entiers ou même deux 

35 


OEuvres C. — S. I, t. X. 
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polynômes radicaux arbitrairement choisis, tout polynôme qui divisera 
deux des facteurs binômes du rapport 

A« -f- R'» 

A H- B ’ 


cest-à-dire deux termes de la suite 

(21) A-f-Bp. A -4- Bp*, ...» A 4- Bp'*"*, 

sera nécessairement ou un diviseur de n, ou un diviseur commun de A cl 
de B. 

Soient maintenant, s’il est possible. A, B, C trois quantités entières 
qui vérifient la formule 

(22) A" B*» 4- C** — O. 

Si A -f- B est premier à n, on pourra en dire autant de 

A4-Bp^-..:A^hB^B(i--«p'*), 

h étant un nombre entier quelconque, et alors chacun dos termes de 
la suite ( 20 ) sera le produit de la puissance d’un certain poly- 
nôme radical ç(p) par un diviseur de l’unité. Donc, en nommant cT(p) 
ce diviseur, on aura 

(23) A 4-Bprz:Tîy(p)[(p(p)]", 

et l’on doit ajouter que la formule (23) continuera de subsister quand 
on y remplacera p par Tun quelconque des termes de la progression 
"géométrique 

p, P*, P'* h 

Si A -f- B cessait d’être premier à n, alors, dans la formule (23), n{p) 
serait, non plus un diviseur de l’unité, mais un diviseur de /^. 

Si maintenant on pose 

(24) <l>(p):™Cp(p)9(p»-’)...9(p'"‘^’), 

r étant une racine primitive de l’équivalence (4); si d’ailleurs on 
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nomme n(p), F(p) ce que devient $(p) quand on remplace la loni-- 
tion ç(p) par a(p) ou par A + Bp, on tirera de la formule (a3) 

(25) F(p)=:n(p) [*(?)]«, F(p--) --:n(p'-)[*(p'')]'‘; 

et chacune des fonctions F(p), F(p'‘) sera la moitié d’une expression 
de la forme 

a ± bA, 

a, b étant deux quantités entières, et la valeur de A étant donnée par 
l’équation (6). Ces mêmes fonctions sont précisément celles dont la 
considération a fourni les démonstrations connues du defrnier théo- 
rème de Fermât pour certaines valeurs spéciales de n, et, en particu- 
lier, pour n = 3 ou 5. Elfectivement, lorsqu’on pose /i~3, par 
exemple, on peut déduire immédiatement des formules (aS) une 
démonstration qui coïncide, au fond, avec celle qu’Euler a donnée. 
Mais il reste à voir quelles sont les conséquences auxquelles peut con- 
duire la considération des fonctions F(p), F(p'’), lorsqu’on attribue à 
n des valeurs différentes de celles pour lesquelles on était déjà par- 
venu à démontrer le dernier théorème de Fermât. C’est ce que j’exa- 
minerai dans un autre article. 

Comme je l’ai déjà remarqué, la théorie précédente s’appuie sur la 
formule (5) du § H. J’examinerai, dans les paragraphes suivants, les 
objections qui peuvent s’élever contre la démonstration donnée de 
cette formule quand le nombre n est considérable. On verra que, pour 
rendre rigoureuses cette démonstration et les conséquences déduites 
de la formule, il suffit, dans certains cas, de prendre pour 0 le module 
même du polynôme radical f(p), et de substituer partout ce module à 
la factorielle que 0 représentait auparavant. 
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361 . 

Thkorik dks nombres. — Mémoire sur de nouvelles formules relatives à la 
théorie des polynômes radicaux, et sur le dernier théorème de Fermai 
(suite). 

(i. H., T. XXIV, p. 633 (la avril 1847 ). 

Comme je l’ai remarqué dans ravant-dernière séance, lorsqu’on 
veut fiiire servir à la démonstration du dernier théorème de Fermât 
la considération des polynômes complexes ou radicaux, formés avec 
les diverses puissances d’une racine de l’unité, on a deux pro- 
blèmes à résoudre. Le premier, et le plus important, puisqu’il suffît 
de le résoudre pour établir sur des bases solides la théorie généralo 
des polynômes dont il s’agit, consiste à faire voir qu’un produit de ces 
polynômes ne peut être décomposé en facteurs premiers que d’une 
seule manière, ou bien encore, que tout polynôme radical peut être 
décomposé en deux parties, dont l’une offre seulement des cocffîcients 
entiers,, tandis que l’autre correspond à une factorielle plus petite que 
l’unité. J’ai attaqué ce dernier problème dans le § II de ce Mémoire, 
et j’en ai ramené la solution, dans le cas le plus général, à une ques- 
tion de maximum. J’ai depuis obtenu, pour résoudre le même pro- 
blème, une nouvelle méthode, qui me paraît offrir de grands avan- 
tages sur celle que j’ai développée dans l’avant-dernière séance. Cette 
nouvelle méthode ramène la solution, non plus k la recherche de la 
valeur maximum de la plus petite entre diverses fonctions données, 
mais, au contraire, à la recherche de la plus petite des valeurs maxima 
de ces fonctions considérées isolément, ou égalées entre elles deux a 
deux. L’analyse dont je me sers, et qui semble digne de l’attention 
des géomètres, offre cela de remarquable, que le module du polynôme 
radical donné se trouve éliminé du calcul, aussi bien que les modules 
des polynômes associés, que l’on déduit du premier en remplaçant une 
racine de l’unité par une autre. Les conditions auxquelles il s’agit de 
satisfaire ne renferment plus que les arguments de ces divers poly- 
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nomes. D*ailleurs, ces conditions sont très simples et se réduisent à 
celles que je vais énoncer. 

Soient n un nombre entier quelconque, p une racine primitive de 
l’équation binôme 

(1) 

et 

(2) f(p) = a 4- êp 4- . . -Hy)p«-^ 

un polynôme radical à coefficients entiers, formé avec les racines de 
cette équation. Soient encore 

(3) I, rt, ô, n — b, n — — i 

les entiers inférieurs à n et premiers à et m le nombre de ces 
entiers. Nommons 

Py pay Pby ‘ - 

les arguments des polynômes 

f(p), f(p^), f(p^), .... 

Knlin, prenons 


et, en désignant par w l’un quelconque des termes de la progression 
arithmétique 

(5) O, us, 2TÜ, (/1 — 1)US, 


posons 

(< 3 ) 



m 

2 *^ sin 


m 

2 ^ COS 



sin 


Pa — a 
2 


cos 


P a — rtfi) 
2 



les facteurs trigonométriques que renferme le second membre de cha- 
cune des formules (6) étant en nombre égal à c’est-à-dire en nombre 
égal à celui des termes qui, dans la suite (3), sont inférieurs à 



278 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

Ma nouvelle méthode réduit le problème qu’il s’agissait de résoudre à 
la recherche de la plus petite entre les valeurs numériques des pro- 
duits P, P' et à cette proposition» que, pour des valeurs données quel- 
conques des arguments /?,/?«, ...• la plus petite entre les valeurs 
numériques de P ou de P' qui correspondent aux divers termes de la 
progression (5) ne surpasse pas l’unité. 

Outre la méthode que je viens d’indiquer, j’ai encore obtenu divers 
théorèmes assez curieux, dont quelques-uns se trouvent déjà énoncés 
dans les Mémoires que j’ai présentés dernièrement à l’Académie. L’un 
de ces théorèmes, que M. Lamé paraît avoir rencontré de son côté, 
détermine, pour le cas particulier où le nombre n est 3 ou 5, la forme 
générale des diviseurs de l’unité. Je prouve aussi très facilement que 
la différence entre la puissance d’un polynôme radical à coeffi- 
cients entiers et la somme des coefficients de ce polynôme est toujours 
divisible par n, lorsque n est un nombre premier impair. Il en résulle 
immédiatement que la différence entre les puissances de diuix 
polynômes associés est divisible par n\ et cette dernière proposition 
comprend elle-même, comme cas particulier, un théorème énoncé par 
M. Lamé, relativement aux polynômes qu’il appelle conjugués directs. 

Voici la démonstration très simple du théorème qui se rapporte à 
la puissance d’un polynôme radical à coefficients entiers. Suppo- 
sons toujours ce polynôme déterminé par la formule ( 2 ). Si on l’élève 
à la puissance, et si l’on admet que n soit un nombre premier 
impair, on aura évidemment 

(7 ) [f(p)]" — a'* -h . y" -r- . . . 4 - Y}" 4- 


4»(p) étant un nouveau polynôme radical à coefficients entiers. D’ail- 
leurs, en vertu d’un théorème connu, si l’on pose 


et 

la différence 


q - a H- € 4- V 4- . . . -’r Tj 


5,, •-:r a" ^.-r- 6'* 4- y” 


. 4- r,", 
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sera divisible par n, lin d’autres termes, on aura 

(8) Ç/, 

/ étant une quantité entière. Donc, en posant, pour abréger. 


on aura 


(9) [f(p)]"r=:ç4>/lTïy(p), 

ct(p) étant un polynôme radical à coefficients entiers. L’équation ( 9 ) 
devant subsister quand on y remplace p par l’un quelconque des 
termes de la suite 

I, p, P*, pS P"-', 


on en conclut que, si h et k représentent deux quelconques des 
nombres 

Oj I, 3, I , 


la difTérence 




sera divisible par n. Ainsi la dilTérence entre la /i**"™* puissance de 
deux polynômes radicaux associés est toujours divisible par n, et, 
par conséquent, elle est divisible par (1 — p)"“'* 


362 . 

Tiikorik des nombres. — Mémoire sur de nouvelles formules relatives à ta 
théorie des polynômes radicaux y et sur le dernier théorème de Fermât 
(suite). 

C. R., T. XXIV, p. 661 (19 avril 1847). 

g IV. — Sur la plus petite des factorielles qui correspondent à un polynôme 
radical, dans lequel chaque coefficient peut être augmenté ou diminué 
arbitrairement d'une ou de plusieurs unités. 

La lettre n représentant un nombre entier quelconque, soit 

I, a, b, /i — ô, n — a, n 1 
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la suite des entiers inférieurs et premiers à n. Nommons m le nombre 

de ces entiers, 

1 , a, b, ... 


é(ant ceux d’entre eux qui ne surpassent pas Soient d’ailleurs p une 
racine positive de l’équation 

( 1 ) 

et F(p) un polynôme radical à coefficients réels, généralement repré- 
senté par une fonction entière de p, du degré n — i. Enfin, nom- 
mons f(p) le reste qu’on obtient, quand du polynôme radical F(p) on 
retranche un autre polynôme de même espèce, mais à coelficients 
entiers; et supposons ce dernier polynôme tellement choisi que la 
factorielle 0 correspondante au reste f(p) soit la plus petite possible. 
0 sera égal ou inférieur aux diverses factorielles qui pourront corres- 
pondre au polynôme F(p), quand on y fera croître ou décroître arbi- 
trairement chaque coefficient d’une ou de plusieurs unités. Donc, si, 
en désignant par Xr l’un quelconque des nombres entiers 


on nomme 


O, I, 2, . . n — I, 

ou 0^. 


ce que devient la factorielle 0, lorsque, dans le polynôme f(p)» on fait 
croître ou décroître de l’unité le coefficient de p^, on aura, non scuile- 
inent 


( 2 ) 




mais encore 

(3) 0<0;; 

et, pour établir sur des bases solides la théorie des polynômes radi- 
caux, il suffira, d’après ce qui a été dit dans les précédents para- 
graphes, de prouver que les conditions ( 2 ) et (3), quand elles se 
vérifient quel que soit k, entraînent la suivante : 


(4) 


©<i. 
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Soient maintenant r, n, ... les modules, et p, pat />».••• les argu- 
ments des polynômes radicaux 

f(p), f(p“), f(p‘) 

Les polynômes 

((p*-‘). f(p“-“). f(p“-‘). •••. 

dont les modules seront encore r, r^, r», .... auront pour arguments 
les angles — p, —pa> —pt,---', et par suite on aura, non seulement 

( 5 ) » = r'r%rly 

mais aussi 

1 e*= [1-4- 2rcos(/> — Arro) -t- l•*][l 4- ar* cos(/>a— «A:®) 4-/*]..., 

— a/'COs(/> — Arw) 4-/-’][i — 2/-aCOs(/)a— aA'ro)4-/'2]..., 

la valeur de ® étant 


Cela posé, concevons que les coefficients des diverses puissances 
de p, étant d’abord nuis dans le polynôme f(p), viennent à varier, et 
que, par suite, les valeurs des modules 

/*, r ai t'bt • • • 

variént elles-mêmes, par degrés insensibles, à partir de zéro. La valeur 
de 0 variera en même temps que les modules r, r^, r*, .... et ne pourra, 
tant que la condition (a) ou (3) sera remplie, dépasser une certaine 
limite supérieure. Nommons A* ou A* cette limite, qui, pour certaines 
valeurs de k, pourra devenir infinie. 11 est clair que les formules ( 2 ) 
et (3), quand elles se vérifieront pour toutes les valeurs entières de k, 
entraîneront la formule (4), si pour une ou plusieurs des valeurs de k 
on a, ou 

(8) A*<i 

OU 


( 9 ) 


OFétivrea de C. — S. I, t. X. 


Ai<i. 
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II en résulte que, dans la théorie des polynômes radicaux, la question 
fondamentale sera résolue, si l’on parvient à établir, au moins pour 
certaines valeurs de k, ou la formule (8), ou la formule (9). Occu- 
pons-nous maintenant de ce dernier problème. 

D’abord on reconnaîtra aisément que, si A* n’est pas infini, il sera 
lin maximum commun de 0 et de 0 *. Alors les valeurs de r, r*, .... 
correspondantes à la valeur A* de 0 , satisferont k l’équation 

(10) e*— 0 = 0, 
et, de plus, vérifieront les formules 

(11) d% — Q, 

pour toutes les valeurs de dr^ dr^, ... qui rempliront la condi- 
tion 

( 1 2 ) d%k — d&. 

Par suite, lorsque 0 atteindra la valeur maximum on aura 

f qv Pifr®* 

1),0 1>,,0 1),,0 

Soit maintenant la valeur commune des rapports que renferme 
Téquation (i 3 ). On aura, eu égard k la formule (lo), 

. ï a Pr P/* t 

2 " T>7î0 ' 

par conséquent 

/,/N Iq— ^c<>s(/> — A-ct) _ /gcast/yg— æA-ct) _ 

2 1 2rcos(/? — Am) H- r* “ 1 4 - 2r« cos(/?a-” «ïA'w) -+- 'a ’ 

puis, en posant, pour abréger, a == i — 0, on tirera de Téquation (i4) 

I — /«î I — 

( 1 5 ) H -- — * ^ » ^ 

1 H- 2/*cos(/> — /rm) -h /•* i-i-2raCOS(pa—'akiss)-i- ri 

En vertu de la formule (i 4 ) ou (i 5 ), les modules r, r^, . et, par 

suite, la différence ©*— 0 deviendront fonctions de la seule inconnue » 
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dont la valeur sera déterminée par l’équation (lo). D’ailleurs cette 
équation, résolue par rapport à a, fournira, non seulement les valeurs 
de cette inconnue qui correspondront à un maximum commun de 0 et 
de 0 *, mais encore celles qui correspondront à un minimum commun 
des fonctions 0, 0* supposées égales entre elles. Seulement, dans le 
cas du minimum, 'la seconde des formules (ii) devra être remplacée 
par la suivante : 

(i6) rf»e>o. 

Enfin, si les deux fonctions 0, 0*, dont le rapport est l’unité pour des 
valeurs infinies de r, r*, . . ., ne peuvent, quand on les égalé l’une 
à l’autre, s’abaisser simultanément au-dessous d’un certain minimum, 
cette circonstance indiquera que Aa n’est pas infini. 

Observons à présent que, pour une valeur positive de a, la for- 
mule (i5) fournira toujours des valeurs positives des binômes i — r, 
i — r^, 1 — r*, . . . , par conséquent des valeurs de r, r^, ... et de 0 

inférieures à l’unité. Au contraire, pour une valeur négative de «, 
la formule (i5) fournira toujours des valeurs négatives de i — r, 
i — t’a, I — n, . . . , par conséquent des valeurs de r, r„, r^, ... et de 0 
supérieures à l’unité. Enfin, comme il est aisé de le faire voir, une 
racine réelle a de l’équation (lo) ne pourra vérifier la seconde des 
formules (n), que si elle est positive et supérieure à l’unité. Donc 
la condition ( 8 ) sera certainement remplie pour toute valeur finie 
de Aa* On prouvera de même que la condition ( 9 ) sera remplie 
pour toute valeur finie de Il reste donc seulement à prouver 
que, parmi les valeurs de Aa, A*, quelques-unes demeurent finies. 
La question, réduite à ces termes, peut être facilement résolue de 
plusieurs manières. Je me bornerai à indiquer les suivantes. 

Premièrement, de ce qui a été dit plus haut, il résulte que A* sera 
fini, si l’équation (lo), résolue par rapport à a, offre une ou plusieurs 
racines réelles inférieures à l’unité. Or c’est précisément ce qui aura 
lieu, si la fonction 0 a — 0, étant positive pour 8 = 1 , devient négative 
pour a = O. Mais, en posant 
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on tirera de la formule (i5) 


r = ra=r*=.. . = 1, 


puis des formules (5), (6), 
et 


0 = 1 


(•7) 

la valeur de étant 

(i8) 

Donc, alors, on trouvera 


e*=Pil. 


r. T p — knj pa — akia 

Pi= 2 * cos cos 

2 2 


©A— 0 — P|— I. 


Gela posé, la différence 0;^ — 0 sera négative pour » = o, et ordinaire- 
ment positive pour a = i, si l’on a 

(•9) Pi<'- 


Donc la valeur de A* sera ordinairement finie, si la quantité P*, déter- 
minée par l’équation (i8), offre une valeur numérique inférieure à 
l’unité. 

En raisonnant de la même manière, on prouve encore que la valeur 
de sera ordinairement finie, si l’unité surpasse la valeur de déter- 
minée par les deux équations 


( 20 ) 

(21) 


P*s 

n, T • p — km. pa—akva 

Pi= 2* sin sin — 

* 2 2 


ou, ce qui revient au même, si la quantité P'j^, déterminée par la for- 
mule (ar), offre une valeur numérique inférieure à l’unité. 

En définitive, on prouve que la question fondamentale, relative à la 
théorie des polynômes radicaux, sera résolue si, pour une ou plusieurs 
valeurs entières du nombre k, l’un des produits P*, P* offre une valeur 
numérique inférieure à l’unité, quels que soient d’ailleurs les argu- 
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ments p, pa, pn .... dont le nombre est égal à La démonstration 
de ce dernier théorème peut d’ailleurs se déduire de la considération 
des rapports comme nous le prouverons dans un autre article. 

Mais, pour résoudre complètement la question principale, il n’est 
même pas nécessaire de recourir à la considération des produits 
et on pourrait à cette considération substituer, par exemple, celle 
des produits 

si, pour fixer les idées, on suppose que n soit premier et impair, on 
aura 

9 = {i -t- ar“ cosn/> + r’*) (i-f- arj co%npa+ ri ").. ., 

9 '~ (i — ar* cosnjD -t- r’®) (i — arj cosn/>o-t- rj"). . ., 

et il suffira d’observer que les rapports 

e»’ 0» 

ne peuvent, pour des valeurs infiniment grandes des modules r, 
r*, rester l’un et l’autre supérieurs à l’unité. 


363. 

Analyse mathématique. — Mémoire sur les maxima et minima 
conditionnels. 

C. U., T. XXIV, p. 757 (5 mai 1847). 

Pour résoudre certains problèmes, il est quelquefois nécessaire de 
déterminer, non pas le maximum ou le minimum absolu d’une fonc- 
tion de plusieurs variables indépendantes, mais la plus grande ou la 
plus petite valeur que cette fonction peut acquérir sous des conditions 
données. On doit spécialement remarquer le cas où ces conditions 
s’expriment par des inégalités, en sorte que d’autres fonctions des 
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mêmes variables soient assujetties b ne pas dépasser certaines limites. 
(]ommc je l’ai observé dans mes précédents Mémoires, c’est précisé- 
ment à une question de ce genre qu’on se trouve conduit dans la 
théorie des polynômes radicaux. J’ai cherché s’il ne serait pas possible 
d’obtenir une méthode générale qui pût être facilement appliquée à 
tous les problèmes de cette nature. Celle que je vais exposer dans ce 
Mémoire me paraît digne de fixer un moment l’attention des géo- 
mètres. 

Je me bornerai, aujourd’hui, à établir les principes généraux sur 
lesquels je m’appuie et les formules qui s’en déduisent; dans un 
autre article, je donnerai l’application de ces formules à la théorie des 
polynômes radicaux. 

Soient 

.Ç, f/, V, 

des fonctions données de n variables x, y, z, . . . , et proposons-nous 
de trouver la plus grande valeur ç que puisse acquérir la fonction s 
quand les variables a;, j, 5, ... sont assujetties à vérifier les conditions 

(i) «So, eîo, <»' = o, ..., 

dont le nombre est inférieur ou égal à n. Les valeurs de x,y,z 

qui correspondront à la valeur <; de s, pourront, ou ne vérifier aucune 
des équations 

(3) « = o, t--"0, tr = o, 

ou vérifier une ou plusieurs de ces mêmes équations. Dans le premier 
cas, ; sera un maximum absolu de s, que l’on pourra déterminer, 
abstraction faite des conditions (i), sauf à s’assurer plus tard que ces 
conditions sont remplies. Dans le second cas, ; sera un maximum con- 
ditionnel de s. Voyons maintenant comment on pourra déterminer ces 
divers maxima, soit absolus, soit conditionnels. 

Désignons, à l’aide de la caractéristique A, des accroissements infi- 
niment petits, simultanément attribués aux variables et aux fonctions 
données. Lorsque x, y, z, ... auront acquis des valeurs correspon- 
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Jantes à un maximum absolu de s, on aura 
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(3) Aî<o, 

quels que soient les accroissements infiniment petits àx, ùky. As, .. .. 
La formule (3) suffira, comme on le sait, pour déterminer complète- 
ment les valeurs de x,y, s, — On devra ensuite examiner si ces va- 
leurs satisfont aux conditions 

(4) M<0, «'<0, «’<0, 

Cherchons maintenant les maxima conditionnels de s correspon- 
dants à des valeurs de x, y, s, ... qui vérifient une seule des équa- 
tions ( 2 ), par exemple l’équation 

(5) u~o. 

Alors on aura 

As < O 

pour toutes les valeurs de Ax, Ay, As, . . . 
qui vérifieront les conditions 

Au f O. 

D’ailleurs, ces dernières formules, jointes à l’équation (5), sullironl, 
comme nous l’expliquerons tout à l’heure, pour déterminer complète- 
ment les valeurs de x, y, s, On devra ensuite examiner si ces va- 

leurs satisfont aux conditions 

(7) t><o, w<o, 

Cherchons encore les maxima conditionnels de j correspondants à 
des valeurs de x, y, s, ... qui vérifient deux des formules ( 2 ), par 
exemple les équations 

(8) Uz=zO, V — O. 

Alors on aura 

A.ï<o 

pour toutes les valeurs de Ax, Ay, As, .. . 
qui vérifieront les conditions 

Au 1 0, Ae ^ O. 
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D’ailleurs, ces dernières formules, jointes aux équations (8), suflB- 
ront, comme on le verra, pour déterminer complètement les valeurs 
(le æ,y,s , .... On devra ensuite examiner si ces valeurs de 
satisfont aux conditions 

(10) «><0, — 

On obtiendra, de la même manière, les formules qui devront être 
vérifiées, lorsque s. acquerra un maximum conditionnel correspondant 
à des valeurs de a;, y, s, . . . , liées entre elles par trois, quatre, cinq, . . . 
des équations (2). 11 ne reste plus qu’à développer les formules ( 3 ), 
ou (6), ou (9), . . . , en considérant d’une manière spéciale le cas que 
l’on rencontre le plus fréquemment, savoir, le cas oü s, u, tv, ... 
sont des fonctions continues de ce, y, s, .... 

Supposons d’abord que les valeurs des variables x, y, s’, ... corres- 
pondent à un maximum absolu de s. Alors ces variables étant indépen- 
dantes entre elles, si l’on nomme i une quantité infiniment petite, on 
pourra supposer 

àx- =: i dxy A/ = t dy^ A^ = c dzy . . . , 

et Ton aura 

As = t c/s H — c/*s -f- . . . . 

2 

Cela posé, la formule (i) donnera 

_ i* ,, 

tc/s H a*s -H. . .< O, 

a 

quel que soit le signe de t, et, par conséquent, 

(11) ds — Oy c/*s<o, 

quels que soient ûte, dy^ dz, .... Comme on aura d’ailleurs 
c/s = D;esc/j7 -H Dysc/y H- D-s «/5 -h. . 

la première des formules (i i) donnera 

(12) D^5 = o, DyS = o, Dx^==o, — 
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Si les valeurs de yr, y, js, tirées de ces dernières équations, lai- 
saiènt évanouir il faudrait, comme l’on sait, recourir à la considé- 
ration des différentielles de s, d’un ordre supérieur au second. 

Supposons, en second lieu, que les valeurs de æ;, y, z, ... corres- 
pondent à un maximum conditionnel de s, pour lequel se vérifie la 
formule (5). Alors æ pourra être considéré comme fonction de y, 
Z, ...; et si, en désignant par t une quantité infiniment petite, on 
pose 

ày I dy^ ‘ Ag ~ c c/j, . . . , 

on aura 

AiP ” t dx -f- ~ -h . . . , 

às rr.ids -f- ~ -h..., 

ts 

àii =idu -h ~d^u -4- . . . . 

2 


Alors aussi les formules (6) donneront, d’une part, 

( f 3 ) ds O, d^s a O 


pour toutes les valeurs de dx, dy, dz, ... propres à vérifier la condi- 
tion 

(l4) du r^Oy 

et, d’autre part, 

( 1 5 ) ids <, O 

pour toutes les valeurs de dx, dy, dz, ... propres à vérifier la condi- 
tion 


(lO) 


e du < O. 


Si l’on combine par voie d’addition la première des formules (i3) 
avec la formule (ï 4) multipliée par un facteur indéterminé X, on 
trouvera 


(*7) 


OEuures 6'. — S. I, t. X. 


ds H- X = O 


^7 
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ou, €(' qui reviont au même, 

(Dx’'' -H ^ Dj. a ) djc 4 - ( Dy .ç 4- X Djr H- . . . ~ o. 

Or, on choisissant le facteur X de manière à faire disparaître, dans la 
dernière formule, le coeffîcient de djc, on obtiendra une équation qui 
devra subsister, quels que soient rfy, dz^ .... On aura donc alors 

(l8) — O, D^.v 4- X Dy M ni: O, 

(]es dernières formules, jointes à l’équation (o), détermineront com- 
plètement a?, y, 5, . . . et D’ailleurs, a?, y, s, . . . , X étant ainsi déter- 
minés, l’équation (17) subsistera, non plus seulement pour les valeurs 
particulières de dx, dy, dz, . . . , qui vérifieront la condition (i4)* niais 
pour toutes les valeurs possibles de dx, dy, dz, Donc alors la for- 

mule (i5) sera réduite à 

— du Ci o; 

et (îette dernière condition, devant être vérifiée pour toutes les valeurs 
de dx, dy, dz, ... qui satisferont à l’équation (l 'i), donnera 

( I (J ) X < o. 

Il est bon d’observer que, dans la seconde des formules (r3), on peut, 
eu égard aux formules (i4) et (19), supposer la valeur de d^s déter- 
minée par l’équation 

( .V - ( Di s -H X DJ « ) rfx» + ( D» « + X D* « ) + . . . 

i 4- '2(DxDy.ç -t- X DxD^M)rfa!«// 4- 

Donc, non seulement on peut remplacer la seconde des formules (i3) 
par la suivante 

( 21 ) -+- X d’ M < o, 

que l’on en déduit immédiatement, eu égard à l’équation (i4); mais, 
de plus, le premier membre de l’équation (21) se réduit à une fonc- 
tion homogène de dx, dy, dz, ..., savoir, à celle avec laquelle il coïn- 
cide dans le cas où les variables x, y,z, ... deviennent indépendantes 
les unes des autres. 
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Supposons, en troisième lieu, qùe les valeurs de a?,/, 5, . . . corres- 
pondent a un minimum conditionnel de s pour lequel se vérifient les 
formules (8). Alors œ, y pourront être considérés comme fonctions 
de 5, .... Alors aussi les formules (9) donneront, d’une part, 

(22) ds-zo, d^sco 

pour toutes les valeurs de dx^ dy^ dz^ . . . propres à vérifier les condi- 
tions 

(28) du zzOy :-0, 

et, d’autre part, 

(24) 

pour toutes les valeurs de dx^ dy^ dz^ .. . propres à vérifier les condi- 
tions 

( 25 ) kdu <, O, K dv < O, 

l’un des signes < pouvant être ici remplacé par le signe — . (lida* 
posé, en raisonnant comme ci-dessus, on déduira aisément des for- 
mules précédentes, non seulement l’équation 

( 26 ) -h X du H- [JL dç - O, 

à laquelle on pourra satisfaire, quels que soient dx, dy, dz, si 
l’on choisit convenablement les facteurs indéterminés X, [x, mais 
(iiicore, en supposant les facteurs X, [x choisis comme on vient de le 
dire, 

( 27 ) s 4- X t)^ U -h fji Do: V z-z O, Dy .V 4- X l)y U +- p. I)y -O, . . . , 

( 28 ) X < O, P < O. 

Ajoutons qu’a la seconde des formules (22) on pourra substituer là 
suivante 

( 29 ) d^ s H- X d^ « 4- e/- (’ < O, 

dont le premier membre se réduira, en vertu des formules (27), à une 
fonction homogène de dx, dy^ dz, .... 
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On obtiendra, de la même manière, les formules correspondantes à 
un maximum conditionnel de s pour lequel se vérifieront trois, quatre, 
cinq, . . . des équations (2). 

Le cas. où s doit être un minimum peut être ramené à celui que nous 
venons de traiter, par la simple substitution de — s à s. Il est clair, 
en effet, que, si s devient un minimum, — .v deviendra un maximum, 
et réciproquement. 

Lorsqu’on applique les principes ici établis au problème traité dans 
la séance du 19 avril, on arrive aux conclusions déjà énoncées, que la 
condition (8) ou (9) de la page 281 est remplie pour toute valeur 
finie de ou de A),.. Mais on reconnaît en même temps que, pour 
obtenir la solution complète du problème, il est nécessaire de joindre 
à la considération des deux inaxima A*, a; celle du maximum com- 
mun des trois factorielles 0 , 0 *, 0 ).. C’est là, au reste, un point sur 
lequel je me propose de revenir prochainement. 


364 . 

Axai.yse mathématique. — Mémoire sur les lieux analytiques. 

G. IG, T. XXIV, p. 885 (*4 mai 1847). 

Considérons plusieurs variables x, y, et diverses fonctions 

explicites u, c, (v, ... de ces mêmes variables. A chaque système de 
valeurs des variables .r, j, z, ... correspondra généralement une 

valeur déterminée de chacune des fonctions n, e, iv, Si d’ailleurs 

les variables a:, J, -s, ... sont au nombre de deux ou trois seulement, 
elles pourront être censées représenter les coordonnées rectangulaires 
d’un point situé dans un plan ou dans l’espace, et par suite chaque 
système de valeurs des variables pourra être censé correspondre à un 
point déterminé. Enfin, si les variables a?, j, ou x, y, 5, sont assu- 
jetties à certaines conditions représentées par certaines inégalités, les 
divers systèmes de valeurs de x, y, z, pour lesquels ces conditions 
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seront remplies, correspondront a divers points d’un certain' lieu; et 
les lignes ou les surfaces qui limiteront ce lieu dans le plan dont il 
s’agit, ou dans l’espace, seront représentées par les équations dans 
lesquelles se transforment les inégalités données quand on y remplace 
le signe < ou > par le signe =. 

Concevons maintenant que le nombre des variables x, y, 5 , ... 
devienne supérieur à trois. Alors chaque système des valeurs de a?, y, 
;?,... déterminera ce que nous appellerons un point analytique, dont 
ces variables seront les coordonnées, et, à ce point, répondra une cer- 
taine valeur de chaque fonction de a?, j, 5, — De plus, si les diverses 
variables sont assujetties à diverses conditions représentées par des 
inégalités, les systèmes des valeurs de x, y, 5, . . . , pour lesquels ces 
conditions seront remplies, correspondront à divers points analytiques 
dont l’ensemble formera ce que nous appellerons un lieu analytùjue. 
Ce lieu sera d’ailleurs limité par des enveloppes analytiques dont les 
équations seront celles auxquelles se réduisent les inégalités données 
quand on y remplace le signe <C ou > par le signe =. 

Nous appellerons encore droite arialytique un système points ana- 
lytiques dont les diverses coordonnées s’exprimeront à l’aide de fonc- 
tions linéaires données de l’une d’entre elles. Enfin, la distance de 
deux points analytiques sera la racine carrée de la somme des carrés 
des différences entre les coordonnées correspondantes de ces deux 
points. 

La considération des points et des lieux analytiques fournit le 
moyen d’éclaircir un grand nombre de q^uestions délicates, et spé- 
cialement celles qui se rapportent à la théorie des polynômes radi- 
caux. Elle confirme et laisse subsister, non seulement les formules 
et propositions établies dans les Mémoires que j’ai présentés en i83o, 
et qui ont été publiés, soit dans le Bulletin de M. de Férussac, soit 
dans le Recueil des Mémoires de l* Académie, mais encore les formules 
et propositions que renferme mon Mémoire du i5 mars de cette année, 
sur les racines des équations algébriques à coeflicicnts entiers, et 
même celles que contient le Mémoire présenté dans la séance du 
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M mars et dans les suivantes» et relatif à la théorie des polynômes 
radicaux, sauf toutefois quelques modifications que je vais indiquer. 

Soit P une racine primitive de l’équation 

TT. I ; 

soit, de plus, f(p) un polynôme radical et a coefficients réels, repré- 
senté par une fonction linéaire des diverses puissances de p. La mé- 
thode du plus grand commun diviseur de deux polynômes radicaux 
à coefficients entiers et, par suite, la théorie des polynômes radicaux, 
pourront être complètement établies pour une valeur donnée du 
nombre /^, s’il est prouvé que le polynôme f(p) peut toujours être 
décomposé en deux parties, dont l’une soit un polynôme radical ii 
coefficients entiers, et dont l’autre corresponde à une factorielle 0 
plus petite que l’unité, les coefficients demeurant finis. Il y a plus ; 
quand il s’agira de fonder la méthode et la théorie en question, on 
pourra, conformément à l’observation que j’ai faite dans la séance 
du 5 avril, prendre pour 0, non plus la factorielle, mais le module 
même du polynôme f(p), et substituer partout ce module à la facto- 
rielle que 0 représentait auparavant; en conséquence, il suffira de 
prouver que le polynôme f(p) peut toujours être décomposé en deux 
parties, dont Tune soit un polynôme radical à coefficients entiers, 
et dont l’autre ofiVe un module inférieur h l’unité, les coefficients 
demeurant finis. 

Or, en premier lieu, il résulte des principes exposés dans les divers 
paragraphes de mon dernier Mémoire, et spécialement dans le § II, 
page 256, que la décomposition dont il s’agit pourra être elTectuée 
pour un polynôme radical composé de trois ou quatre termes au plus. 
Pour des polynômes radicaux composés d’un nombre quelconque de 
termes, la même décomposition a été réduite à la solution d’un pro- 
blème de maximum ou de minimum. Mais cette réduction suppose 
(page 256) que, parmi les diverses valeurs que peut acquérir 0 quand 
on fait croître ou décroître d’une ou de plusieurs unités les coeffi- 
cients renfermés dans le polynôme f(p)* il y en a une inférieure à 
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toutes les autres, et produite par des valeurs finies de ces coefii- 
cients. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si, n étant égal à 3, le 
polynôme f(p) se réduit, comme on peut alors le supposer, à un 
binôme de la forme a -f- 6p. C’est ce qui aura encore lieu toutes les 
fois que 0 deviendra infiniment grand pour des valeurs infinies des 
coefiicients renfermés dans le polynôme f(p). Mais on conçoit que 
cette dernière condition pourrait n’etre pas remplie, et alors la solu- 
tion du second problème n’entrainerait pas nécessairement la solution 
du premier. 

Comme je le montrerai dans un prochain article, la considération 
des lieux analytiques est éminemment propre à guider le calculateur 
au milieu des difRcultés que je viens de signaler. 

Dans la dernière séance, M. Liouville a parlé de travaux de 
M. Kummer, relatifs aux polynômes complexes. Le peu qu’il en a 
dit me persuade que les conclusions auxquelles M. Kurnmer est 
arrivé sont, au moins en partie, celles auxquelles je me trouve con- 
duit moi-même par les considérations précédentes. Si M. Kummer a 
fait faire à la question quelques pas de plus, si même il était parvenu 
à lever tous les obstacles, j’applaudirais le premier au succès de ses 
efforts; car ce que nous devons surtout désirer, c’est que les travaux 
de tous les amis de la Science concourent à faire connaître et à pro- 
pager la vérité. 


365 . 

Tukoiue des nombres . — Sur la décomposition d*un polynôme radical à 
coefficients réels en deux parties, dont la première est un polynôme 
radical à coefficients entiers, et dont la seconde offre un module plus 
petit que l* unité, 

C. U., T. XXIV, p. 1)43 (3i mai 1847 ). 


Simple énoncé. 
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366 . 

Tiikouie des nombres. — Mémoire sur diverses propositions relatives 
à la théorie des nombres. 

C. R., T. XXIV, p. 996 (7 juin 1847). 

Des propositions diverses, relatives à la théorie des nombres, 
peuvent se déduire du théorème fondamental que renferme mon 
Mémoire du i5 mars dernier, et qui s’y trouve énoncé dans les 
termes suivants : 

Théorème. — Supposons que, X étant une fonction entière de x à coef- 
ficients entiers, V équation 

X— O 

soit irréductible; si une seule racine x de cette équation vérifie une autre 
équation algébrique, et à coefficients entiers, 

9(Æ-)n:0,' 

alors la fonction o{x) sera divisible algébriquement par la fonction X. 
Donc, si, dans cette dernière, le coefficient de la plus haute puissance 
de X se réduit à V unité, on aura 

^(a:) désignant encore une fonction entière de x, à coefficients entiers. 

Ce théorème conduit surtout à des résultats dignes de remarque, 
dans le cas ou les racines de l’équation 

A' -O 

peuvent être exprimées par des fonctions entières 

,r., Xi, 

d’une première racine x. Alors, en effet, si l’on prend pour %{x) le 
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produit de fonctions entières et semblables des diverses racines, et 
si les diverses fonctions sont à coefficients entiers, le produit 
quand on prendra pour a? la racine en question, sc trouvera réduit h 
un nombre entier /, et par suite la différence 

sera divisible algébriquement par A". Donc, par suite, si l’on attribue 
à X une valeur entière qui rende X divisible par /, le produit /.(.r) 
sera lui-même divisible par 

Supposons maintenant que l’on désigne par y une fonction entière 
des diverses racines æ, x^, . . . , et soient 

r» ji, y U 

les valeurs distinctes que peut prendre j en vertu d’échanges opérés 
entre les racines dont il s’agit. Alors les termes de la suite 


7» ./i» 72» • • • 

seront les diverses racines d’une équation nouvelle, et rien n’empê- 
chera de prendre pour yjx) le produit de fonctions semblables des 
divers termes de cette nouvelle suite. Alors aussi on obtiendra encore 
des propositions analogues à celles que je viens d’énoncer. 

Ces diverses propositions, et les conséquences qui s’en déduisent, 
comprennent, comme cas particuliers, ainsi qu’on le verra dans mon 
Mémoire, celles qui se rapportent à la théorie des polynômes radi- 
caux, et spécialement celles que renferme un beau Mémoire de 
M. Kummer, présenté à l’Académie par notre confrère M. Liouvilb», 
dans une des précédentes séances. 

Parmi les théorèmes auxquels Je suis parvenu, et qui sont relatifs ii 
la théorie des équations binômes, je citerai les suivants : 

Soient n un nombre premier impair, / un nombre entier quel- 
conque, et g, h deux facteurs entiers dont le produit soit égal à 
/i — i, en sorte qu’on ait 

n ~-iz=z gh. 


OEuvrei dv C> 


S. I, t. X. 


38 
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Soient, de plus, p une racine primitive de l’équation 

(1) 

/•une racine primitive de l’équivalence 

( 2 ) .r"E?3i (mocj./), 

et s une racine primitive de l’équivalence 

(3) (mod. / 2 ). 

Enfin, supposons qu’aprés avoir partagé les racines imaginaires de 
l’équation (r) en A périodes, dont chacune comprenne g racines 
diverses, on nomme 

Pof Pt* * • • ♦ P/l-t 

les A sommes dont chacune est formée avec les racines comprises 
dans une même période, en sorte qu’on ait 


( '1 ) p/, -- +■ + P'’*”* -H 

et posons 

(■>) -r,..- (.V - p‘-‘) (.r - p‘‘"‘). . .(.r p»<»-' 


Si l’on représente par f(.o) le polynôme radical et du dcfçré « — 1, 
auquel on peut réduire une fonction entière des sommes 


la différence 


Pof Pt* • • • f P/t if 

f(.r)- f(p) 


sera divisible algébriquement par la fonction Jr„, et la différence 

f(x)-f(p«‘) 

par la fonction A*. 

De plus, si l’on représente par r* ce que devient p* quand on rem- 
place P par r dans le second membre de la formule (2), les divers 
termes de la suite 

^‘Of ^if •••> 


représenteront A racines distinctes de l’équivalence 
(6) I (mod.7), 
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et le produit 

( 7 ) ■ [ r( /• ) -- f ( P )][ f ( /• ) - 1* (P-’ )]...[ f( /• ) - f ( P-'" ‘ )1 

sera divisible par /. 

Il est bon d’observer que, dans le cas où / est un nombre composé, 
en sorte qu’on ait 

y, . . . étant des nombres premiers, et X, (jl, . . . des nombres entiers, 
les racines de l’équivalence ( 2 ) sont en nombre égal à 

m étant le nombre des facteurs premiers p, q Mais, parmi ces 

racines se trouvent des racines primitives, dont chacune doit être 
élevée au moins à la puissance, quand on veut la transformer en 
une puissance équivalente a l’unité suivant le module n. Ajoutons 
que, si l’on nomme r une de ces racines primitives, les divers termes 
de la suite 

ï, /•, /•% /•''-> • 

représenteront n racines distinctes de l’équivalence ( 2 ). 

Dans un autre article, j(> reviendrai sur ce sujet, et je comparerai 
les résultats auxquels je suis conduit, dans la théorie des polynômes 
radicaux, avec ceux qu’a obtenus M. Kummer. 


367 . 

ïiiKORiK DES NOMBRES. — Sur la (lécomposüion (V un nombre, entier 
en facteurs radicaux, 

C. R., T. XXIV, p. 107.1 (14 juin iSV ). 

Soient n, ^ deux nombres entiers quelconques; soient encore 


I, a, b, 


n — by n — Gy n ~ r 
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les entiers inférieurs à n, mais premiers à n, et m le nombre de ces 
entiers. Enfin, soit p une racine primitive de l’équation 

(l) X^-l, 

et supposons le nombre entier x décomposé d’une manière quel- 
conque en facteurs radicaux, en sorte qu’on ait 

(a) 0C, = 9 (p)x(p)<l(p)...B(p), 

?(p)» X.(?)> *l^(p)» •••* des polynômes radicaux à coelTi- 

cients entiers. Si parmi ces polynômes plusieurs se réduisaient à des 
diviseurs de l’unité, c’est-à-dire à des polynômes auxquels correspon- 
drait la factorielle i, leur produit serait encore un diviseur de runité; 
et, par conséquent, on pourra toujours admettre que, parmi les divers 
facteurs compris dans le second membre de la formule, un seul, 
est diviseur de l’unité. On pourrait même, si l’on voulait, se débar- 
rasser entièrement de ce facteur, en le réunissant à l’un des autres 
par voie de multiplication. 

Soient maintenant 

a, b, c, . . . 


les nombres entiers qui représentent les facteurs premiers et distincts 
de /^, en sorte qu’on ait 

( 3 ) 

les exposants a, 6, y, ... étant eux-mêmes entiers; et posons 


(.r" — i) — i) — ï) . . . — i) . 

(XTKxQix'.yrpry 


Les racines primitives de l’équation (i) pourront être représentées 
par les divers termes de la suite 


et seront précisément les m racines de l’équation irréductible 

( 6 ) JT -O. 
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Cela posé, concevons que la lettre caractéristique N, placée devant un 
polynôme radical à coefDcients entiers, indique le nombre entier qui 
représente la factorielle correspondante à ce même polynôme, en sorte 
qu’on ait généralement 

( 7 ) N9(p) = 9(p) <?(?“) <p(p'') •••?(?“'’) ?(?"“)<!>(?"')• 

Comme l’équation ( 2 ) continuera de subsister, quand on y remplacera 
la racine primitive p par l’un quelconque des m termes de la série (p), 
on tirera de cette équation 

( 8 ) 3C,'"=:N<p(p)Nx(p)N'l'(p)---N®(p)‘ 

De plus, ra(p) étant te seul diviseur de l’unité compris dans le second 
membre de la formule ( 2 ), on aura 

(9) Nro(p)-i, 
tandis que les factorielles 

N 9 (p), Nx(p). N^(p), ... 

représenteront des nombres entiers distincts de l’unité, dont le pro- 
duit, en vertu de la formule (8), devra être égal à at.'". Si d’ailleurs on 
nomme 

p, <], ... 

les entiers qui représentent des facteurs premiers et distincts de .x, 
on sorte qu’on ait 

( 10 ) 

la formule (8) donnera définitivement 

(11) /«^"‘i 3 'l‘'"...=:N<p(p) Njclp) N'I'lp) •••; 

et comme chacune des factorielles comprises dans le second membre 
de cette dernière équation sera un nombre entier distinct de l’unité, 
il est clair que le nombre de ces factorielles, ou, ce qui revient au 
même, le nombre des facteurs de X qui ne divisent pas l’unité ne 
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pourra surpasser le nombre total des facteurs du produit 
c’est-à-dire le nombre 

(X 4- P 4-. . .)m, 

Kn conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théori^me 1. — Supposons un nombre entier quelconque Ob décomposé 
d une manière quelconque en facteurs radicaux. Ceux de ces facteurs qui 
ne seront pas dwiseurs de l'unité seront en nombre inférieur ou tout au 
plus égal au nombre total des facteurs entiers et premiers de âk;,'", ou, ce 
qui revient au même, au produit du nombre total des facteurs premiers 
de par le nombre m des entiers inférieurs et premiers à n. 

Corollaire. -- Il suit évidemment du théorème I que, si l’on par- 
vient à décomposer un nombre premier en facteurs radicaux, puis ces 
facteurs en d’autres de même forme, et ainsi de suite, on arrivera 
bientôt h des facteurs radicaux premiers, un facteur premier étant 
celui qui ne peut se décomposer en deux autres dont aucun ne soit 
diviseur de runité. 

Revenons maintenant à l’équation (2). Kn vertu d’un théorème fon- 
damental énoncé dans la séance du i5 mars (tWrle théorème» III de la 
page 233), cette équation entraînera la suivante 

{\x) étant une fonction entière de x à coefïicients entiers. D’autre 
part, si les nombres n et sont tels qu’on puisse satisfaire à l’équiva- 
lence 

( 1 3 ) r" — I O ( mod. ), 

toute racine primitive r de cette équivalence vérifiera certainement la 
formule 

( 1 4 ) -I ' f . : O ( mod. î)X:> ) , 

ainsi qu’on peut le conclure de l’équation (4). Donc alors la for- 
mule (12) donnera 

(i5) 


(mod. X). 
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Mais, d’autre part, l’équation ( 7 ), que l’on peut écrire comme il suit 
N 9 (p) (p(p) 9(o«) . . . 

entraînera la formule 

(16) N 9(p) 9( J?) 9(.r«) . . . 9(a;«-") 9(.r'»-‘) .r/(.r), 

/(^) étant encore une fonction entière de j? à coctTîcients entiers. 
Donc, en remplaçant a; par r, et ayant égard à l’équivalence (i4)» on 
trouvera 

(,17 ) N cp(p) 9 (/-) 90 ‘") • • • 9(./’"'''') 9 (/'"' '); 

puis, en substituant rj(p) a ç(p), et ayant égard à l’équation ( 9 ), on 
obtiendra la formule 

(18) I i- Gy( /’) ( inod. X), 

en vertu de laquelle les nombres at. et ? 7 (r) seront nécessairement 
premiers entre eux. Donc la formule (i5) donnera simplement 

(*9) (mod. .X>), 

et l’on pourra énoncer la proposition suivante : 

TrrÉoaftME I. — Supposons le nombre décomposé en fadeurs radi- 
caux formés avec la racine primitive p de l* équation 

— I , 

et la décomposition effectuée, comme on peut toujours 1* admettre, de ma- 
nière que parmi ces facteurs radicaux, V un, au plus, divise V unité. Si 
ron nomme 

9 (p)» Z(p)* ••• 

les facteurs de ^ qui ne divisent pas Vanité; si d* ailleurs les nombres n, 
SfCy sont tels, que Von puisse satisfaire par des valeurs entières de x à 
Véquivalence 




(mod. ai:,), 
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toute racine primitive r de cette équivalence rendra le produit 
divisible par 3 î,. 

Corollaire. — Si x se réduit à un nombre premier p, la formule (i()) 
entraînera l’une des suivantes : 

(«o) (f{r):no, ■ x(r)-^o, <!/(/•) = 0, ... (mod./)). 

I.es propositions et formules précédentes fournissent immédiate- 
ment, quand n est réduit à un nombre premier impair, plusieurs des 
résultats auxquels est parvenu M. Kummer. 

Lorsqu’en supposant n premier et impair, on pose, dans la for- 
mule (lO). 

.r =ri , 

la fonction 

— I 

A — ~ - 

./• — I 

se réduit précisément au nombre n, et, par suite, la formule (iG) 
donne 

(•il) N9(p) E- [9(1)]"-* (mod.w). 

Cette dernière équivalence, étant combinée avec un théorème connu 
de Fermât, entraîne, ainsi que M. Kummer l’a remarqué, la proposi- 
tion suivante : 

ïiiKORÈMK III. — Lorsque n est un nombre premier impair, la facto- 
rielle correspondante au polynôme radical ç(p) est équivalente à L unité, 
suivant le module /^, excepté dans le cas ou <p(i) est divisible par n, et, 
dans ce dernier cas, elle devient divisible elle-même par n. 

Observons encore que, si n est un nombre premier et impair, 
l’équation (7) pourra être présentée, non seulement sous la forme 

(9.2) NcpCp) .--9(p)9(p2). . .çp(p/*-i), 

mais encore sous la forme 


( 0 . 3 ) 


N 9(p) :Ei-9(p)9(p0 9{p-^*). ..9(p-^'*--*), 
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s étant une racine primitive de l’équivalence 

(a4) (mod.n). 

Soient, dans cette même hypothèse, g, h deux entiers liés entre eux 
par l’équation 

n — t = g/i, 

et posons 

(a5) *(p) — <f{p) 

L’équation (28) donnera 

(a6) N9(p)=-ft(p)®(p‘)..-.®(p*‘-')., 

Ajoutons que, si les deux premiers des facteurs renfermés dans le 
second membre de la formule (25) deviennent égaux, tous ces fac- 
teurs seront égaux les uns aux autres, et que, par suite, <f(p) sera une 
fonction symétrique de 


P. P**. P'’‘. 


P* 




Alors aussi les formules (25), (26) donneront 


(27) 

(38) 

elle produit 


®(p) = [?(p)]'. 

N?(p) = [?(p)?<P*)...9(p*‘-)]^ 


9(p)9(p‘)...?(p*‘-’) 

sera réduit à un nombre entier. Il y a plus : on reconnaîtra facilement 
que si, dans la suite 

9(p). çCp’) «Plp""'). 

plusieurs termes deviennent égaux, ces termes sont de la forme de 
ceux que comprend le second membre de la formule (25), et l’on en 
conclura immédiatement, avec M. Kummer, que la factorielle Nç(p) 
prendra la forme indiquée par l’équation (28). 

Supposons maintenant que/» soit un nombre premier de la forme 

OBuvres de C* — S. 1. 1. X. ^9 
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na; -4- 1. Soit encore 0 une racine primitive de l’équation 

(29) 

i une racine primitive de l’équivalence 

(30) (mod./>); 

et, en désignant par k, l, ... des nombres entiers quelconques, pre- 
nons 

(31) 0* = 0 + p*0‘-i- + . . .-I- 

On aura {voir les Mémoires insérés dans le Bulletin de M. de Férus- 
sac, de 1829, et dans le Tome XVII des Mémoires de l’Académie des 
Sciences'), 

(32) 0* 0/ = R*,/ 0/,+/» 

R*,; étant un polynôme radical h coefficients entiers; et, si l’on pose 

R*./= •“(?)> 

on aura encore 

(33) /> = f(p)f(p"’). 

pourvu que les entiers ^, / et ^ -1- / soient premiers à n. Or, en vertu 
de la formule (33), tout nombre premier de la forme nx -1- i sera dé- 
composable en facteurs radicaux. Mais on doit observer que, dans la 
formule (33), f(p), f(p"') ne seront pas généralement des facteurs 
premiers de p. Dans tous les cas, si l’on décompose chaque facteur 
non premier de p en facteurs nouveaux, et si l’on pousse la décompo- 
sition aussi loin que possible, on finira par obtenir des facteurs pre- 
miers de p. Soit (p(p) un de ces facteurs premiers, en sorte que l’on 
ait 

(34) P = 9(P)X(P)> 

y^(p) étant un nouveau polynôme à coefficients entiers. L’équation (34) 
continuera de subsister, quand on y remplacera p par l’un quelconque 
des termes de la suite 

p> p*» p*» •••» p" *• 
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Donc P aura pour facteur premier l’un quelconque des termes de la 
suite 

•pip). ?(p‘) ?(p""‘); 

et, comme on tirera de la formule ( 34 ), 

(35) />«-' = N<p(p)Nx(p), 

Nç(p) ne pourra être qu’un diviseur de />"”*, c’est-à-dire p ou une 
puissance de p. En désignant par jo' cette puissance, on aura 

(36) /)’=:N!p(p)<p(p*).. .<?(?'•-'). 

Au reste, si le nombre n est tel, que les théorèmes relatifs h la dé- 
composition des nombres entiers en facteurs premiers subsistent, 
quand on substitue des facteurs entiers aux facteurs radicaux, alors, 
en raisonnant comme dans un précédent Mémoire {voir la séance du 
5 avril, page 272), on prouvera : i" que les facteurs 

9(p). <?(?’) ?(P*~’) 

seront premiers entre eux ; 2“ que leur produit ou la factorielle N (p(p) 
divisera le nombre p dont elle ne pourra différer. Donc alors le 
nombre X devra se réduire à l’unité dans la formule ( 36 ) qui coïnci- 
dera elle-même avec la formule (18) de la page 272, en sorte qu’on 
trouvera 

(37) />=:N9(p) = ?(p)(p(p*)...<p(p"-'). 

Alors aussi {voir la séance du 32 mars dernier, page 252 ), on aura 
üécessaircment 

(38) [ip=.A'—{-i)~ B*, 

A, B étant deux nombres entiers. Mais il n’est pas toujours possible 
de choisir A, B de manière à vérifier cette dernière équation. Si, pour 
fixer les idées, on prenait n = 7 . 3 , p~ 47 » l’équation ( 38 ) donnerait 

188 = - 4»+ 23 fi?, 
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et ne pourrait se vérifier que pour des valeurs de B* positives et infé- 
rieures à 

•88 _ 4 

Ta 

par conséquent pour des valeurs de B positives et inférieures à 3. Or, 
comme en attribuant successivement à B les valeurs i et 2, on obtient 
pour valeurs correspondantes de la différence 

i88 — aSfi*. 

les deux nombres i65, 96, dont aucun n’est un carré parfait, nous 
devons conclure, avec M. Kummer, que les théorèmes relatifs à la dé- 
conjposition des nombres entiers en facteurs premiers ne s’appliquent 
pas aux polynômes radicaux, pour des valeurs quelconques de n, et 
cessent, par exemple, d’étre applicables, quand on suppose n = 23. 

Il reste à examiner ce que devient la formule (36) quand elle ne se 
réduit pas à la formule (37), et à montrer le parti qu’on peut tirer 
alors des principes établis dans la précédente séance. C’est ce que 
nous verrons dans un autre article. 


368 . 


Théorie des nombres. — Mémoire sur les facteurs modulaires 
des fonctions entières d'une ou de plusieurs variables. 

C. R., T. XXIV, p. 1117 (28 juin 1847). 

Les formules que l’on désigne en Algèbre sous le nom à’équations 
se trouvent remplacées, dans la théorie des nombres, par ce qu’on 
a nommé des équivalences ou des congruences relatives à un module 
donné. On sait que le nombre des racines réelles d’une équation ne 
peut surpasser son degré, et l’on peut en dire autant du nombre des 
racines réelles d’une équivalence, lorsque le module est un nombre 
premier. On sait encore que le premier membre d’une équation algé- 
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brique à coefficients réels est toujours décomposable en facteurs réels 
du premier ou du second degré, dans le cas même où cette équation 
n’offre pas de racines réelles, et que cette décomposition, quand le 
nombre des facteurs est le plus grand possible, ne peut s’effectuer 
que d’une seule manière. Il importait de voir s’il existait des propo- 
sitions analogues pour les premiers membres des équivalences algé- 
briques, dont, jusqu’à ce jour, on a cessé généralement de s'occuper, 
quand leurs racines réelles venaient à disparaître. Telle est la ques- 
tion que j’ai voulu approfondir, et que je suis effectivement parvenu 
à résoudre, comme on le verra dans le présent Mémoire. Je me bor- 
nerai, dans cet article, à indiquer sommairement les principaux résul- 
tats de mes recherches, le Mémoire devant être prochainement publié 
dans mes Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique. 

Soient x, y, z, ... diverses variables et n un*module entier quel- 
conque. Deux fonctions entières de a;, j', s, . . . , à coefficients entiers, 
seront dites équivalentes entre elles, suivant le module n, lorsque, pour 
des valeurs entières quelconques Aq x, y, z, , . . , la différence de ces 
d^ jx fonctions sera divisible par n. Lorsqu’une fonction sera équiva- 
lente au produit de plusieurs autres, chacune de ces dernières sera ce 
que j’appellerai un diviseur ou facteur modulaire de la première. Un 
facteur modulaire sera irréductible lorsqu’il ne pourra être décomposé 
en facteurs du même genre. Considérons en particulier une fonc- 
tion r(a7) de la seule variable x, cette fonction étant toujours entière 
et à coefficients entiers. Si le module n est un nombre premier, alors, 
d’après un théorème connu de Fermât, on aura pour une valeur entière 
quelconque de x, 

(i) (mod.n); 

et, par suite, dans une équivalence de la forme 
(a) f(«) = o, 

le degré du premier membre pourra toujours être abaissé au-dessous 
de n. Cet abaissement étant effectué, le nombre des racines réelles de 
l’équivalence (a) ne pourra surpasser le degré de cette équivalence. 
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Donc l’équivalence ne pourra subsister pour une valeur entière quel- 
conque de ae, et une fonction f(a;), d’un degré inférieur à n, ne pourra 
être équivalente à zéro, qu’autant que chacun des coefficients compris 
dans f(x) sera équivalent à zéro, c’est-à-dire divisible par ra. 

Si le module n cesse d’être un nombre premier, en sorte qu’on ait 

( 3 ) « = ^^^ 1 ^..., 

p, q, ... désignant les facteurs premiers de «; si d’ailleurs on nomme 
N l’indicateur maximum correspondant au module n, tout nombre 
entier a? premier à n vérifiera la formule 

(4) (mod.n). 

Par suite, si l’on nomme w le plus grand des exposants X, p. un 

nombre entier quelconque æ vérifiera la formule 

(5) (mod.n). 

Donc alors,, dans l’équivalence (2), le degré de f(a;) pourra toujours 
être abaissé au-dessous de la limite N+ w, qui, elle-même, est infé- 
rieure au module n. 

Revenons maintenant au cas où le module n est un nombre pre- 
mier, le degré de f(a;) étant, comme on peut le supposer, inférieur 
à n. Alors, en s’aidant de quelques formules établies dans le premier 
Volume des Exercices de Mathématiques, page 160 ('), on arrive aux 
propositions suivantes : 

Tuëorème — Le module n étant un nombre premier, une fonction de 
f(ir) à coefficients entiers ne peut être décomposée que d’une seule manière 
en facteurs modulaires irréductibles, dans chacun desquels le coefficient 
de la plus haute puissance de x peut être supposé réduit à l’unité. 

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précèdent, concevons que la fonction f(a;) soit équivalente au produit de 
plusieurs facteurs modulaires ç(ic), x(®)' •• • » sorte qu’on ait 

(6) = (mod.n). 


(') Œuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. ao». 
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Si l’on désigne par u(x) un facteur modulaire irréductible, ce dernier 
ne pourra diviser f(®) sans diviser l’un des facteurs yfx), 

'K®) 

Théorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans les théorèmes 
précédents, nommons 

a, 6, y, ... 

les racines réelles ou imaginaires de V équation algébrique 

(7) xs{x) — o, 

qu on obtient en égalant à zéro le facteur modulaire et irréductible, repré- 
senté par le facteur xs(x). La fonction f(a?) sera ou ne sera pas divisible 
par o(ir), suivant que la condition 

(8) f(a) f(6) f(y). . .e™ O (mod./i) 
sera ou ne sera pas satisfaite. 

Théorème IV. — Tout commun diviseur modulaire de deux fonctions 
entières F(^p) divise nécessairement leur plus grand commun divi- 
seur. 

Pour montrer une application de ces principes, supposons /^ = 19, et 

f(Ær) — — I . 

Puisque, en prenant pour œ un nombre entier quelconque, on aura 
x^^—x^o (mod./?), 

et que le plus grand commun diviseur modulaire des deux binômes 

X^^ — X, X ^ — I 

sera le plus grand commun diviseur algébrique a? — 1, l’équivalence 

a?* — - 1 = O 

n’aura qu’une seule racine réelle, savoir, l’unité; et la fonction 
O?® — 1 = (æ? — f) {x^ X* X -4- 1) 
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n’aura qu’un seul diviseur linéaire du premier degré, savoir tr — i. 
Donc, en vertu du théorème I, le facteur modulaire 

^ + I 

sera ou un facteur irréductible, ou le produit de deux facteurs irré- 
ductibles du second degré. Cette dernière hypothèse est la véritable : 
on a, en effet, 

X -H I = (^’ — 4 ^ -H i) (x’ 4 - 5 ir + i) -t- iga? 

et, par conséquent, 

a;* + iT® -I- æ:’ 4 - a; -t- 1 =2 (a-* — 4 ^ -H*) 5 a! + 1) (mod. 19). 


369 . 


Analyse algébrique. — Mémoire sur une nouvelle théorie des imaginaires, 
et sur les racines symboliques des équations et des équivalences. 


C. R., T. XXIV, p. 1120 (28 juin 1847). 


Préliminaires. 

Les géomètres, surtout ceux qui s’efforcent de contribuer aux pro- 
grès des Sciences mathématiques, ont été quelquefois accusés de 
parler une langue qui n’a pas toujours l’avantage de pouvoir être 
facilement comprise, et de fonder des théories sur des principes qui 
manquent de clarté. Si une théorie pouvait encourir ce reproche, 
c’était assurément la théorie des imaginaires, telle qu’elle était géné- 
ralement enseignée dans les Traités d’Algèbre. C’est pour ce motif 
qu’elle avait spécialement fixé mon attention dans l’Ouvrage que j’ai 
publié, en 1821, sous le titre A' Analyse algébrique, et qui avait pré- 
cisément pour but de donner aux méthodes toute la rigueur que l’on 
exige en Géométrie, de manière à ne jamais recourir aux raisons tirées 
de la généralité de l’Algèbre. Pour remédier à l’inconvénient signalé, 
j’avais considéré les équations imaginaires comme des formules aym- 
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boliques, c’est-h-dire comme des formules qui, prises à la lettre et 
interprétées d’après les conventions généralement établies, sont 
inexactes ou n’ont pas de sens, mais desquelles on peut déduire 
des résultats exacts en modifiant et altérant, selon des régies fixes, 
ou ces formules, ou les symboles qu’elles renferment. Cela posé, il 
n’y avait plus nulle nécessité de se mettre l’esprit à la torture pour 
chercher à découvrir ce que pouvait représenter le signe symbo- 
lique v^—i, auquel les géomètres allemands substituent la lettre i. 
Ce signe ou cette lettre était, si je puis ainsi m’exprimer, un outil, 
un instrument de calcul dont l’introduction dans les formules per- 
mettait d’arriver plus rapidement à la solution très réelle de ques- 
tions que l’on avait posées. Mais il est évident que la théorie des 
imaginaires deviendrait beaucoup plus claire encore et beaucoup plus 
facile à saisir, qu’elle pourrait être mise à la portée de toutes les intel- 
ligences, si l’on parvenait à réduire les expressions imaginaires, et la 
lettre i elle-même,* à n’être plus que des quantités réelles. Quoiqu’une 
telle réduction parût invraisemblable et même impossible au premier 
abord, j’ai néanmoins essayé de résoudre ce singulier problème, et, 
après quelques tentatives, j’ai été assez heureux pour réussir. Le 
principe sur lequel je m’appuie semble d’autant plus digne d’atten- 
tion qu’il peut être appliqué meme à la théorie des nombres, dans 
laquelle il conduit à des résultats qui méritent d’être remarqués. 
Entrons maintenant dans quelques détails. 


§ I. — Sur les é(juations symboliques et sur leurs racines. 
Application à la théorie des imaginaires. 


Les deux lettres /, m désignant deux nombres entiers, les notations 
admises par les géomètres offrent plusieurs moyens d’exprimer que 
ces deux nombres, divisés par un troisième /^, fournissent le même 
reste, ou, en d’autres ternies, que / est équivalent à m suivant le 
module n. Ainsi, en particulier, on peut écrire, avec M, Gauss, 


(0 


l^m 


Œuvres de C. 


S. I, t. X. 


(mod. n). 


4o 
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Pareillement, étant donnés deux polynômes <p(a;), dont chacun 

soit une fonction entière de la variable x, si Von veut exprimer que 

CCS deux polynômes fournissent le même reste, quand on les divise 

algébriquement par un troisième cr(a?), ou, en d’autres termes, que 

<f(x) est équivalent à x,(^) suivant le module x3(x), on pourra écrire, 

comme on Va déjà fait {voir le Mémoire de M. Kummer inséré dans le 

Journal de M. Crelle, XXX* Volume, 2* Cahier), 

» 

(i) 9(0-) s x(.») [mod.®(.*)]. 

Mais il est clair que, à l’équivalence ( 2), on pourrait substituer l’équa- 
tion 

(3) R9(a;) = Ux(^)» 

si Von désignait à l’aide de la lettre caractéristique R, placée devant une 
fonction entière de x, le reste qu’on obtient quand on divise cette fonc- 
tion par xs{x). Alors aussi, en nommant f(i») une fonction entière divi- 
sible exactement par ci{x), on aurait 

((',) Rf(a:)--;o. 

Ce n’est pas tout. Au lieu de placer une lettre caractéristique R 
devant une fonction entière <^{x), pour indiquer le reste qu’on obtient 
quand on divise cette fonction par a(a;), on pourrait convenir que Von 
se servira, pour cette indication, d’une lettre symbolique substituée à 
la variable x, dans la fonction elle-même. Soit i cette lettre symbo- 
lique. La seule présence de la lettre i, substituée à x dans une fonc- 
tion entière ^{x), indiquera que, avant de poser dans cette fonc- 
tion x — i, on doit la réduire au reste de sa division par 0(0;), et alors 
la formule ( 3 ) pourra s’écrire comme il suit : 

(5) ■ 9(0 =X('). 

tandis que la formule ( 4 )» qui suppose la fonction f(a;) divisible par 
Ts{x), donnera 


( 6 ) 


f (0 = o. 
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Comme la plus simple des fonctions divisibles par le diviseur n(Æ) 
est ce diviseur lui-mémo, la plus simple des équations symboliques 
de la forme (6) sera 

(7) ra(i) — o. 

Si la fonction ((x) n’a pas 0(0;) pour diviseur, alors, en nommant 
n(a;) le quotient, et 4'(®) 1® reste qu’on obtient en divisant f(a?) par 
CT (a;), on aura 

(8) f(a7)=n(a;)CT(Ær)-t-(|'(.2’); 
par conséquent 

(9) f(t) = n(Ow(‘ ) + +(»■). 
et, eu égard à la formule (7), 

(. 0 ) f(0 = 'K0. 

Mais il importe d’observer que, si l’équation (9) se réduit à la for- 
mule symbolique (10), cela tient uniquement à la convention adoptée, 
suivant laquelle on doit, dans le second membre de l’équation (9), 
effacer le terme qui renferme ts(x), dès que l’on substitue i ax. Si, 
après cette substitution, CT(t) se réduit à zéro, c’est en vertu de la 
convention dont il s’agit, i pouvant d’ailleurs être numériquement 
égal à une quantité réelle quelconque, qui, prise pour valeur de x, 
pourra fournir pour i 3 (x) une valeur très différente de zéro. 

Pour nous rapprocher, autant que possible, du langage algébrique 
généralement admis dans la théorie des imaginaires, nous dirons que 
i est une racine symbolique de l’équation caractéristique 

(n) CT(a;) — O, 

et mémo de l’équation 

(la) f(ic) = o 

quand i{x) sera divisible par t 3 {x) : mais au mot racine symbolique 
nous n’attacherons pas l’idée d’une valeur de x pour laquelle vsl^x) ou 
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f(ar) devienne numériquement égal à zéro; et, tandis que les racines 
réelles d’une équation algébrique en x, par exemple de l’équation ( 1 2), 
devront annuler le premier membre une racine symbolique i de 
la même équation devra faire évanouir, non pas f(x), mais le reste de 
la division de f(a;) par un certain diviseur tj(x), et même faire éva- 
nouir ce reste, quel que soit x. 

Lorsque, a(x) étant du degré n par rapport à la variable x, f(x) 
représente une fonction entière quelconque de x, le reste qu’on 
obtient en divisant f(a;) par a(x), est généralement de la forme 

do, a, a„_, désignant des quantités constantes; et pour que ce 

reste s’évanouisse, quel que soit a;, il faut que l’on ait 


(|4) «0=0, a, = o, 

— 0, 

Donc alors la formule (6), ou 



f(i) = o, 

que l’on peut réduire à 


(i 5 ) 

+ (0 = 0 


ou, ce qui revient au même, à 

(16) -H «, <■ -h «J i* -h . . .-t-a,,., J»-' — O, 

entraîne les conditions (i 4 )- Donc l’équation symbolique (6) ou (16) 
équivaut, en réalité, à ces conditions, exprimées par n équations dis- 
tinctes. On arriverait à la même conclusion, en observant que, dans 
l’équation (16), la lettre symbolique t représente une quantité réelle 
indéterminée, à laquelle on peut attribuer telle valeur que l’on voudra. 
Or, en posant i = o, on tire de la formule (16) 

« 0 = 0 ; 

et comme, en vertu de cette, dernière condition, l’équation (16) peut 
être réduite à 

«, t -t- . . . -f- l"-* = O, 



EXTRAIT N» 369. 


317 


on aura encore, i restant arbitraire, 

a, 4- «jt + . . . -t- On-t = O. 

Si maintenant on pose de nouveau i = o, on obtiendra la condition 

«1 = 0 ; 

et, en continuant de même, on finira par déduire de l’équation (i 6 ) 
chacune des conditions (i 4 )- 

Une théorie nouvelle et rigoureuse des formules et des équations 
imaginaires se déduit immédiatement des principes généraux que 
nous venons d’exposer. Pour obtenir cette nouvelle théorie, il suffît 
de réduire le diviseur üs(x) au facteur binôme a;“-4-i, et, par con- 
séquent, de prendre pour point de départ cette convention fonda- 
mentale, que la lettre symbolique i, substituée à la lettre x dans une 
fonction entière f(a;), indiquera la valeur que reçoit, non pas cette 
fonction f(æ), mais le reste de la division algébrique de f(x) par 
x- + ^, quand on attribue à a: la valeur particulière i. Celte conven- 
tion étant adoptée, on aura, en supposant f(a;) divisible parx*-i- i, 

(17) f(t) = o. 

Alors aussi la quantité indéterminée i sera une racine symbolique de 
l’équation 

(18) f(x)=:0, 
qui sera réduite à 

(19) a;*+i=:o, 

si l’on suppose f(a;) = a;’ -h i . Il est vrai que la formule (x 8 ) pourrait 
no pas avoir de racines réelles, et que, effectivement, elle n’en a 
point quand elle se réduit à l’équation ( 19 ), attendu que, pour toute 
valeur réelle de x, le premier membre de cette équation acquiert une 
valeur très différente de zéro, et supérieure à l’unité. Mais, suivant la 
remarque déjà faite, dire que i est racine symbolique d’une équation 
caraciérislique en x du degré n, ce n’est pas dire que cette équation est 
satisfaite quand on prend i pour valeur de x, c’est-à-dire seulement 
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quo la substitution de i à a; dans une fonction entière ((x) de la 
variable x indique le reste qu’on obtient quand, après avoir décom- 
posé cette fonction en deux parties, dont l’une soit du degré « — i, 
et dont l’autre ait pour facteur le premier membre de l’équation carac- 
téristique, on a soin, avant de poser x = i, d’effacer la seconde partie, 
comme si le premier membre de l’équation caractéristique devenait 
nul pour une valeur de x égale à i. Dans le cas particulier qui nous 
occupe maintenant, l’équation caractéristique se réduit à la for- 
mule (19), et la formule symbolique 

(20) = 0 

exprime simplement que zéro est le reste de la division .de x^ ■+■ 1 par 
le premier membre a:’ 4-1 dé l’équation caractéristique ou, ce qui 
revient au même, le reste de la division de i“ 4 -i par Alors 

aussi, pour exprimer que deux fonctions entières ®(a;), x(x), étant 
divisées par æ* -f- 1 , fournissent le même reste, on écrira 

(21) ?(«)=x(')- 

Supposons, pour fixer les idées, que 9(a;), divisé par a;* -1- i, donne 
pour reste a + bx, et que x(^)» divisé par x^ -\-i, donne pour reste 
c dx, les quatre lettres a, b, c, d désignant des quantités constantes. 
La formule (21) pourra être réduite à 

( ) a bi — c di ; 

et, comme elle devra se vérifier, quel que soit i, elle entraînera les 
deux équations 

(28) a:=ZCy b^dy 

dont on obtiendra la première en posant i — o. 

La formule (21) est ce qu’on a nommé une équation imaginaire. La 
lettre symbolique 1, renfermée dans cette équation, doit être consi- 
dérée, d’après la théorie nouvelle, comme une quantité réelle, mais 
indéterminée, à laquelle on pourra donner telle valeur que l’on 
voudra, et même une valeur nulle, quand on posera x — i dans les 
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fonctions f(ic) et x(®)» après avoir réduit chacune de ces fonctions 
au reste de sa division par «*•+• i. Ajoutons que toute équation ima- 
ginaire pouvant être ramenée à la forme (22) sera toujours décom- 
posable, comme l’équation (22), en deux équations réelles, dont 
aucune ne renfermera plus la lettre i. 

Comme, en vertu de la formule (20), on aura 

<•= — I, <■*— — t*=i, 

et, par suite, en nommant m un nombre entier quelconque, 

t‘"* =1, — <•, 

^ jî ~ — I ^ 1-3 :z:z 

il en résulte que, si la fonction ((æ) est déterminée par une équation 
(le la forme 

f (.«?)-=: rto 4- Æ? 4- «i .r* 4 - 4- 'H- . . . , 

on aura 

f(l) — «0 — «8 4 - «4 — • • - -H («i — <* 3 - 4 . . .)<• 

Cela posé, il est facile de voir ce que deviendront les équations aljçé- 
briques dans lesquelles entre une variable æ, quand on les transfor- 
mera en équations symboliques, en substituant à la variable x la 
racine symbolique i de l’équation imaginaire 

I — O. 


Ainsi, en particulier, les équations algébriques 

{a-h hæ) {c -f- dx') rz ac 4 - (ad 4- hc)u', 

(a — bx) (c — dx) rr ac 4- bdx^ — (ad 4- bc)x^ 


desquelles on tire 

(a^-~ b^x^) (c* — d^x^) ~ (ac 4 - bdx'Y — (ad 4- bcYx^^ 
fourniront, quand on y remplacera a; par «, les équations imaginaires 


(24) 


( (a h bi)(c -I- di) ^ ac bd -h (ad -h bc) iy 
I (a — bi) (c di) z=i ac -- bd -- (ad bc) i 


et 


( 25 ) 


(a* 4- i>*).(c* 4 - ^*) == (ac -—bdy-h- (ad 4- 
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Si, dans la dernière, on réduit a, b, c, d k des nombres entiers, on 
obtiendra immédiatement le théorème connu, suivant lequel deux 
nombres entiers, dont chacun est la somme de deux carrés, donnent 
encore pour produit une somme de deux carrés. De plus, si dans la 
première des équations (24) on pose 

ar=cosa, i = sina, c = cos 6 , c/t=:sin 6 , 
on obtiendra la formule connue 

(26) (cos a 4- i sina) (cosë 4- «sin 6 ) = cos(« 4-6)4-/ sin(a -h 6 ), 

de laquelle on passera immédiatement au théorème de Moivre, com- 
pris dans l’équation 

(27) (cos a 4- /sina)"= cos/ia 4- i siri/ia. 

D’ailleurs, quand on voudra décomposer une équation imaginaire, par 
exemple l’une quelconque des formules (24), (26), (27), en deux 
équations réelles, on ne devra pas oublier de réduire d’abord chaque 
membre à la forme linéaire Sous cette condition, la for- 

mule (27) fournit immédiatement les valeurs connues de cos/^a et 
de sin/^a exprimées en fonctions entières de cosa et de sina. 

§ II. — Application des principes ci-dessus exposés à la théorie des nombres. 

Les principes exposés dans le § I, après avoir fourni le moyen d’éta- 
blir une théorie claire et précise des équations imaginaires, peuvent 
encore être appliqués avec avantage h la théorie des équivalences. 
Seulement, dans cette théorie, ce que nous avons nommé Yéquation 
caractérislique en x devient une équation ou une équivalence algé- 
brique à coefficients entiers; et une racine symbolique i de cette for- 
mule caractéristique est une indéterminée à laquelle on peut attri- 
buer définitivement, non plus une valeur réelle quelconque, mais 
une valeur entière arbitrairement choisie. Ajoutons que, s’il s’agit 
d’équivalences relatives à un module premier./?, le coefficient de la 
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plus haute puissance de a? dans la formule caractéristique pourra tou- 
jours être supposé réduit à Tunité. 

Je développerai, dans les Exercices d' Analyse et de Physique mathé- 
matiques y la théorie des racines symboliques des équivalences. Je me 
bornerai, pour l’instant, à énoncer quelques-unes des propositions 
remarquables auxquelles mes recherches m’ont conduit. 

Théorème \, — Le module p étant un nombre premier, nommons ny(a?) 
un facteur modulaire irréductible, et i une racine symbolique de Véqui- 
mlence 

(1) Gy(j7)^o (mocl./?). 

Soient d* ailleurs 

X(^)^ ••• 

des fonctions entières de x à coefficients entiers. Si la formule 

( 2 ) (mod./>) 
se vérifie, elle entraînera Vune des suimntes : 

(3) 9(0^0, ... (mod.y?). 

Théorème II. — Le module p étant toujours un nombre premier, tj(x) 
étant un facteur modulaire irréductible, et i une racine symbolique de 
l'équivalence (i), nommons ((x, i) une fonction entière de x et de i, qui 
n offre que des coefficients entiers, et qui soit du degré n par rapport à x, 
n pouvant être un nombre entier quelconque inférieur à p. Soient d'ail- 
leurs 

( 4 ) hj •••» ln-\ 

n fonctions entières de i, dont chacune, prise pour valeur de x, vérifie la 
formule 

(5) f(a-,0 = o {mod.p), 

aucune fonction entière de i ne pourra remplir cette même condition sans 
devenir équivalente à l’un des termes de la suite (4). 

ORuvret de C, — S. I, t. X. 
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Théorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précèdent, si Von peut décomposer la fonction ï{x,i) en facteurs modu- 
laires symboliques de même forme quelle, en sorte qiîon ait 

(6) f(Æ?, 0 = 9 (*r, 0 fXx, i) t)- • (mod. p), 

chacun de ces facteurs sera équivalent au produit de plusieurs des facteurs 
linéaires 

( 7 ) ^ ^* 0 > ^ i\9 • • • » ^ in—\9 

multipliés par un nombre entier. 

Ce qui semble. mériter une attention particulière, ce sont les appli- 
cations que Ton peut faire des théorèmes ici énoncés aux équivalences 
binômes, c’est-à-dire aux équivalences de la forme 

(8) (mod./>), 

lorsque p — i n’est pas divisible par n. Considérons spécialement le 
cas où le facteur irréductible étant un diviseur modulaire de 

a;"— I, ne divise jamais quand on prend pour un entier 

inférieur à n. Alors i sera ce que j’appelle une racine symbolique 
primitive de l’équivalence (8), et l’on déduira des théorèmes déjà 
énoncés la proposition suivante : 

Théorème IV. — Le module p étant un nombre premier, et n un nombre 
entier qui ne divise pas p — J, nommons i une racine symbolique primi- 
tive de V équivalence (8). Cette équivalence aura pour racines les divers 
termes de la suite 

I, i, «S i"-’; 

en sorte quon aura 

J s — 

On peut aussi établir la proposition suivante : 

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IV, 
nommons s une racine primitive de V équivalence 


( 9 ) 


(mod. /i), 
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et gf h deux nombres entiers qui vérifient la condition 

n — i — gh. 

Si Von pose 

(lO) Xk— (-^ — 

Xk sera un facteur modulaire, non symbolique, cesuà^dire indépendani 
de i, quand la condition 

(lî) (mod. n) 

sera vérifiée; et alors tout diviseur modulaire, non symbolique, de oc^ — - i 
sera de la forme Xf^ 

Exemple. — Si, pour fixer les idées, on suppose 3?= 5, p = 19, 
i sera une racine primitive symbolique de la formule 


et le binôme 


(mocl.19), 

— I 


aura pour facteurs modulaires du second degré les deux trinômes 
æ- -- f\x i, Æ?* 4- 5 :r 4- 1 , 
qui seront équivalents aux deux produits 

— — — «*) (â? — £*). 

Dans un autre article, je montrerai comment le théorème V se 
lie à quelques propositions démontrées par M. Kummer, dans le 
Volume XXX du Journal de M. Crelle. 
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Théorie des nombres. — Mémoire sur les racines primitives des équiva- 
lences binômes correspondantes à des modules quelconques, premiers 
ou non premiers, et sur les grands avantages que présente la considé- 
ration de ces racines, dans les questions de nombres, surtout en four- 
nissant le moyen d’établir la théorie nouvelle des indices modulaires des 
polynômes radicaux. 

C. R., T. XXV, p. 6 (5 juillet 1847). 


Simple énoncé. 


371 . 

Théorie des nombres. — Mémoire sur les racines des équivalences corres^ 
pondantes à des modules quelconques premiers ou non premiers, et sur 
les avantages que présente l’emploi de ces racines dans la théone des 
nombres. 

C. R-, T. XXV, p. 37 (la juillet 1847)- 

Les équivalences relatives à des modules premiers ne sont pas les 
seules qui puissent être employées avec avantage dans la théorie des 
nojnbres, et l’on peut établir, pour les équivalences relatives à des 
modules quelconques, des propositions générales, entre lesquelles 
on doit surtout distinguer celles qui se rapportent aux équivalences 
binômes. En effet, comme on le verra dans ce Mémoire, la considé- 
ration des racines des équivalences binômes à modules quelconques 
est éminemment utile dans la recherche des propriétés les plus impor- 
tantes des polynômes radicaux. Pour abréger, je me bornerai à indi- 
quer succinctement les résultats les plus remarquables auxquels je 
suis parvenu, me réservant de publier bientôt les développements de 
ce travail dans les Exercices d’ Analyse et de Physique mathématiques. 
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§ I. — Sur tes équivalences relatives à des modales quelconques 
premiers ou non premiers. 

Parmi les théorèmes qui se rapportent a des équivalences de forme 
quelconque, on doit distinguer le suivant, qu’il est facile de démon- 
trer, et qui subsiste, quel que soit le module. 

Théorème I. — Les lettres /w, /i, I désignant trois nombres entiers quel- 
conques y nommons f(a?) une fonction entière de a?, du degré net à coef- 
ficients entiers. Soient d* ailleurs 

^'o> ^*1» •••> — l 

m racines distinxtes de l* équivalence 

(1) f(.r)^o (mod.I), 

cest-à-dire m racines qui, divisées par le module I, fournissent des restes 
distincts. Si les différences entre les racines r^, r„^^^ ont toutes 

pour valeurs numériques des nombres premiers à\yla formule ( i) entraî- 
nera la suivante 

(2) = — — /•,;»_!) ¥(x) (mod. l), 

F(æ’) étant une nouvelle fonction entière et à coefjflcients entiers y dont le 
degré sera égal ou inférieur àn — m. 

En supposant successivement m = et > / 2 , on déduit immédia- 
tement du théorème I les deux propositions suivantes : 

Théorème II. — Soient une fonction entière de x, du degré w, et 

Cly 1 

n racines distinctes de V équivalence 

f(a7)^o (mod.I); 

si les différences entre ces racines sont des nombres premiers à I , on 
aura 


( 3 ) 


f(Æ:) s k{ijc — /’o) {x — ré), . ,{x — r,,^^) (mod. I), 
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k désignant une constante dont la valeur sera 

(4) A: =(-!)" (mod.I). 

/ 0 • • • ” «-1 

Théorème III. — Soient i { x ) une fonction entière de a?, du degré n^ et 
^01 ^ 1 * • ' r 

m racines distinctes de l’équivalence 

(i) f(j:)so (mod.I); 

si, les différences entre ces racines étant des nombres premiers à I, on a 

m> n, 

V équivalence ( i ) subsistera, quel que soit n . 

Il est bon d’observer que si, r étant une racine quelconque de 
l’équivalence (i), on attribue à 0 une valeur entière quelconque, les 
deux quantités 

/•, r + 01 

ne seront pas deux racines distinctes, puisque ces deux quantités, 
divisées par I, fourniront le même reste. Néanmoins, si l’on substitue 
successivement ces deux quitntités à la place de x, dans le rapport 

f(^) 

les deux valeurs entières que recevra ce rapport, savoir 

f(/-) f(r + 0I) 

1 ’ I ’ 

pourront n’étre pas équivalentes suivant le module 1. En elTet, la 
seconde de ces deux valeurs, divisée par I, fournira le même reste 
que l’expression 

et cette expression pourra devenir équivalente, suivant le module I, à 



EXTRAIT N» 3Î1. 


3-27 


un nombre entier quelconque, si f'(r) est premier k I. Il y a plus : 
pour que l’expression dont il s’agit devienne équivalente, suivant le 
module I, k un entier donné /, il suffira que la fonction 

, f(/) 

f'(r) ’ 

étant réduite k sa plus simple expression, acquière un dénominateur 
premier k I. En conséquence, on peut énoncer la proposition sui- 
vante : 

Théorème IV. — Soient r une racine quelconque de l’équivalence 
f(a;) = o (mod. 1), 

et l un nombre entier donné. Si le rapport 

, ff/-) 




étant réduit à sa plus simple expression, acquiert un dénominateur qui 
soit premier au module I, alors il suffira de poser 


( 3 ) 


0=2 


f'(r) 


(mod. I), 


puis de faire croître r 0 1 dans le rapport 

f(r) 

“T’ 

pour que ce rapport devienne équivalent à l, suivant le module I. 

En réduisant / k zéro, on déduira du théorème IV la proposition 
suivante : 

Thïiorême V. — Soit r une racine quelconque de l’équivalence 
i{x)^o (mod. l). 

Si le rapport 

Kr) 

lf'(/-)’ 
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étant réduit à sa plus simple expression, acquiert un dénominateur qui 
soit premier à \, alors il suffira de prendre 

(fi) (mod.I), 

puis de faire croître r 0 1, pour que 

.rzzr-hôl 

devienne une racine de 1 * équivalence 

f(Æ)^o (mod.P). 

Ajoutons que la condition énoncée sera toujours satisfaite, si r(r) est 
premier à I. 

On établira de la même manière le théorème plus général dont voici 
l’énoncé : 

ïiiÉoaÈME VI. — Soit r une racine de i équivalence 
f(a7)==ro (motl.l); 

les valeurs de r\ r'\ r'% . . qui seront déterminées à laide des formules 

(7) (mod.I), r‘ — r + (ii, 

(8) (mod.I), r’=r'+ 0 '\\ 



S il est possible d'y satisfaire, seront respectivement racines des équiva- 
lences 

(9) f(j7)so (mod.I*), 

(10) f(j7) = o (mod. P), 


et seront même, pour ces équivalences, les seules racines correspondantes 
à la racine r de l'équivalence ( 1 ). Ajoutons que Von pourra toujours satis- 
faire aux formules (7) et (8), si f'(r) est premier à I. 
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On peut encore déduire du théorème V la proposition suivante : 

Théorème VII. — Soient f(a?), ¥(x) deux fonctions entières de x, à 
coefficients entiers, et r une racine quelconque de l* équivalence 

(mod. l). 

Supposons d* ailleurs que Von ait, pour une valeur entière quelconque 

de X, 

(11) F(.r)-zo. ^ 

Si t‘ (0 premier à I, alors, en supposant la valeur de 0 déterminée par 
V équation (G), on aura 

(1 2 ) LILI _4- 0F'(/-) (mod. 1). 

Dans le cas où le module I se réduit à un nombre premier/^, et où 
Ton connaît n racines 

^*0» • • • > ^’/i — 1 

de l’équivalence (i), alors, en supposant que cette équivalence n’est 
pas une de celles qui subsistent pour toute valeur entière de x, et que 
les différentes racines 

^* 0 » » • • • > O /-- 1 

sont distinctes les unes des autres, on tire de la formule (d_), jointe à 
la formule (i), 

(13) (mod./>); 
et, comme p ne peut diviser le produit 

( .r — )( .r — ( .r — ) 

sans diviser l’un de ses facteurs, la formule (i3) entraîne évidemment 
la proposition suivante : 

Théorème VIll. — Site module I se réduit à un nombre premier p, et si 
l’équivalence 

(14) f(a-)=o (mod.p). 
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étant de degré n, nest pas une de celles qui subsistent pour toute valeur 
de X, cette équivalence ne pourra pas offrir plus de n racines distinctes. 

Du théorème VIII, joint au VI, on déduit encore le suivant : 

Théorème IX. — Si le module \ se réduit à une puissance entière p^ 
d'un nombre premier p, et si V équivalence 

(i;)) f(/r)r-o (rnod./>^), 

étant du degré /i, nest pas une de celles qui subsistent pour toute valeur 
entière de x, cette équivalence n offrira pas plus de n racines distinctes. 

Enfin, on établira sans peine la proposition suivante : 

Théorème X. — Concevons que^ le module I étant décomposé en fac- 
teurs premiers, on nomme p^q,.,, ceux de ces facteurs qui sont inégaux, 
et posons, en conséquence, 

(l6) 1 ; 7I*.. 

X, p, ... étant des nombres entiers. Si l'on désigne par r' une racine de 
Véquivalence 

f(d7) (ITIOCI./?^), 

par r" une racine de l* équivalence 


alors, au système des racines 

r\ r\ . . . 

correspondra une seule racine r de l'équivalence 

(mod. I); 

et, pour obtenir cette dernière racine, il suffira de chercher le nombre qui, 
divisé par ou par q^, . . ., donnera pour reste, dans le premier cas, r\ 
dam le second cas, /*"; etc. Par suite, si Von nomme n le degré de f{x), 
et i le nombre des facteurs premiers inégaux, p, q, ,,, du module I, le 
nombre des racines distinctes de la formule (i) sera égal ou inférieur 
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§ II. — Applications diverses des principes exposés 
dans le premier paragraphe. 

Pour ne pas trop allonger cet article, je me bornerai à indiquer ici 
quelques-uns des résultats auxquels on arrive quand on applique les 
principes ci-dessus exposés aux équivalences binômes et à la théorie 
des polynômes radicaux. 

Considérons d’abord une équivalence binôme relative à un module 
quelconque et de la forme 

(1) Æ"— (mod.I). 

On satisfera toujours à cette équivalence en posant a; — i. Si on la vé- 
rifie encore en posant x ~~ r, elle aura pour racine chacun des termes 
de la suite 

I »• »«2 fll — \ 

ly /y / , •••) * f 

et tous ces termes seront autant de racines distinctes, si r' — i est 
premier à I, pour toute valeur de l inférieure à n. Alors r sera ce que 
j’appellerai une racine primitive de l’équivalence donnée. 

Concevons maintenant que, le module I étant décomposé en fac- 
teurs premiers p, q, . . ., on ait 

( 2 ) \—p'^qV- 

Si les facteurs p, q, ... sont tous de la forme nx-^ri, on pourra 
trouver des nombres 

r', r\ ... 

propres à représenter des racines primitives des équivalences 

, j;" — 1=33 0 

( 3 ) x" — 1 = 0 (mod. 7!^), 


et alors, pour chaque système de. valeurs de r', r", on obtiendra une 
racine primitive r de la formule (1), en cherchant un nombre qui, 
divisé par par q^, ..., donne pour reste, dans le premier cas, r'. 
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dans lo second cas, r" Si, au contraire, les facteurs/), q ne sont 

pas tous de la forme «a; -+- 1 , quelques-unes des équivalences (3) ces- 
seront d’offrir des racines primitives réelles, et il en sera de même de 
la formule (i). 

Soit maintenant p une racine primitive de l’équation 

(4) æ" — I— . O. 

On pourra former avec les puissances de cette racine des polynômes 
radicaux îi coefficients entiers et construire les factorielles correspon- 
dantes. Cela posé , en supposant d’abord ces factorielles décompo- 
sables en facteurs premiers de la forme nx -4- i, et, en prenant pour n 
un nombre premier et impair, on déduira des principes exposés dans 
le § I les propositions suivantes : 

TiiÉonéME I. - - Soient n un nombre entier quekonqm, r une racine pri- 
mitive de la formule ( i), et I un module décomposable en facteurs pre- 
miers qui soient tous de Ui forme nx -t- i . Soit encore p une racine primi- 
tive de l’équation 

(4) 

et supposons 

?(p)' /(?) deux polynômes radicaux à coefficients entiers. Enfin, 
l étant l’un quelconque des nombres 

I, 2, ..., « — I, 

désignons par Y/ le plus grand commun diviseur des deux quantités 

I, ?('•'). 

et par y) le plus grand commun diviseur des deux quantités 

1 , yM')- 

On aura, pour chacune des valeurs de l, 

yr/i-l. 
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Théorème IL — n élanl un nombre entier quelconque^ soient p une ra- 
cine primitive de V équation (4)* et f(p), F(p) deux fonctions entières de 
P à coefficients entiers. Soient encore A, B les factorielles correspondantes 
aux deux polynômes radicaux /(p), F(p), en sorte que Von ait 

(5) BzrrNF(p), 

et nommons I Vun quelconque, par exemple le plus petit des nombres qui 
sont divisibles à la fois par A B; puis, en supposant le nombre I décom- 
posable en facteurs premiers qui soient tous de la forme nx i, nom- 
mons r une racine primitive de V équivalence (i). Concevons enfin que, 
l étant Vun quelconque des nombres 

Ij 3* , t , , It I , 

Von nomme Cf le plus grand commun diviseur des entiers 

L 

et C/ le plus grand commun diviseur des entiers 

1 , 

Si ï{p) est divisible par f(p), alors aussi C/ sera toujours divisible par cp, 
et réciproquement, si est toujours divisible par c^, F(p) sera divisible 
/?arf(p). 

Théorème lll. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précèdent, si l’on a constamment Q — C/, le rapport de F(p) <i (‘(p) sera 
un diviseur radical de l'unité. 

Dans un autre article, nous montrerons comment ces derniers théo- 
rèmes peuvent être généralisés à l’aide de la considération des racines 
symboliques des équivalences binômes. 
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372. 

Théorie des nombres. — Mémoire sur la décomposition des nombres 
entiers en facteurs radicaux. 

C. n., T. XXV, p. 46 (la juillet 1847 )- 

J’ai remarqué, dans le précédent Mémoire, que la considération des 
racines primitives des équivalences binômes à modules quelconques, 
premiers ou non premiers, est éminemment utile, quand on se pro- 
pose de découvrir les propriétés générales des polynômes radicaux. 
Mais, en cherchant à tirer parti de cette remarque, je ne m’attendais 
pas que mes recherches me conduiraient à des méthodes de solution 
directes pour l’une des questions les plus épineuses de la théorie des 
nombres, je veux dire pour la décomposition des nombres entiers on 
facteurs radicaux. C’est pourtant ce qui est arrivé. L’importance de ce 
résultat me donne lieu d’espérer que les géomètres voudront bien 
encore accueillir, avec leur bienveillance accoutumée, le nouveau tra- 
vail que j’ai l’honneur de présenter aujourd’hui à l’Académie. 

Les méthodes de solution que j’ai obtenues se fondent sur la consi- 
dération des indices modulaires des polynômes radicaux. Pour les bien 
comprendre, il est donc nécessaire d’expliquer en premier lieu en quoi 
consistent ces indices. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails. 

§ I. — Sur les indices modulaires des polynômes radicaux. 

Soient 

n un nombre entier quelconque; 
i un module entier quelconque; 
rune racine primitive de l’équivalence 

(1) a:“— ISO (raod. I), 

en sorte que r‘ —i soit premier à I, tant que l’on a /< i. Alors on 
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aura, quel que soit n, 

(2) — — (mod.I). 

Soient maintenant 

I, a, bf . . . , n — 6, n — a, n — i 

les entiers inférieurs à n, mais premiers an; et nommons m le nombre 
de ces entiers.- Enfin, posons 

(3) 

-p, q étant les facteurs premiers et inégaux de 7, et soit t le nombre de 
ces facteurs. Le nombre total des racines de l’équivalence (i) sera n\ 
et le nombre de scs racines primitives sera m'. D’ailleurs, r étant l’une 
de ces racines primitives, les termes de la suite 

représenteront n racines distinctes, et les termes de la suite 

(5) r, /•“, /•", r»-'’, r"-', 

m racines primitives de l’équivalence (i). Ajoutons que ces dernières 
représenteront encore les m racines primitives de chacune des équi- 
valences 


(6) i==o (mod.p^), (raod.^s-), 

ou même de chacune des équivalences 

(7) a?"— 1^0 (mod./?), æ:'‘--iso (mod.ÿ), 


Il en résulte que, pour obtenir une racine primitive r do l'équiva- 
lence (i), il suffit de chercher un nombre qui, divisé par par 

qV- donne successivement pour restes 

-1 

*9 / , • • • ) 

/•', r", ... étant des racines primitives des formules (6) dont la solu- 
tion se déduit immédiatement de celles des formules (7). 
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Ainsi chaque racine primitive r de la formule (i) correspond à un 
système déterminé de racines primitives des formules ( 7 ), et chacune 
de ces dernières racines pourrait même être représentée par r. 

Par conséquent, le nombre n étant donné, si l’on forme une Table 
qui offre des valeurs de r, relatives à des valeurs du module I repré- 
sentées par des nombres premiers pour lesquels on puisse satisfaire 
à l’équivalence ( 1 ), les valeurs de r, relatives à des modules com- 
posés pour lesquels se vérifiera la même équivalence, seront com- 
plètement déterminées par la seule condition de correspondre aux 
valeurs inscrites dans la Table, et pourront être censées former avec 
celles-ci un système unique de valeurs de r relatives aux divers 
modules premiers ou non premiers. Dans ce qui suit, nous suppo- 
serons que les diverses racines primitives relatives à divers modules 
font toujours partie d’un semblable système; en sorte qu’on pourrait 
les réduire toutes à un seul et même nombre, si l’on prenait pour 
module le plus petit nombre qui se laisse diviser en même temps par 
tous les modules que l’on considère. 

Soient maintenant p une racine primitive de l’équation 

(8) ar" — 1 — O, 

et f(p) un polynôme radical formé avec les puissances de cette racine. 
Alors, r étant une racine primitive de l’équivalence (i) relative au 
module 1 , le plus grand commun diviseur des deux nombres 

I cl f(r) 

sera ce que nous appellerons Xindice modulaire correspondant à l’in- 
dice 1. Si l’on introduit dans ce module de nouveaux facteurs, l’indice 
dont il s’agit pourra seulement croître, mais sans jamais dépasser une 
certaine limite, qui dépendra de la forme du polynôme f(p), et que 
nous nommerons \ indice maximum. Si A représente un nombre entier 
dont f(p) soit diviseur, l’indice maximum ne différera pas de l’indice 
modulaire qu’on obtiendra en posant 1 = A. Enfin, si l’on nomme 0 
la factorielle correspondante au polynôme f(p), en sorte qu’on ait 
e N f(p) f(p) f(p“). . . f(p''-“) f(p"-'), 


( 9 ) 
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on pourra évidemment réduire A à 0; par conséquent, l’indice 
maximum ne différera pas de l’indice modulaire qu’on obtiendra 
en prenant pour module le nombre 0. 

On peut établir, pour les indices modulaires, un grand nombre 
de propositions remarquables, entre lesquelles je citerai les sui- 
vantes : 

TnKoai>ME 1. -- Soient m et \ deux entiers (jaelconques dont le second 
ait pour facteurs les nombres premiers et inégaux p, /jr, . . . , élevés à cer- 
taines puissances, en sorte quon ait 

I . . . 

Soit, d* ailleurs, p une racine primitive de V équation 

I. 

Enfin, soit f(p) un polynôme radical, à coefficients entiers, formé avec 
les puissances de p. V indice modulaire du polynôme t‘(p), pour le mo- 
dule I, sera le produit des indices modulaires du même polynôme corres- 
pondants aux modules p^, q^, 

Tiiéouèmk II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent, si un nombre entier A est le produit de plusieurs polynômes 
radicaux 

?(p)f x(p)» .•••» 

en sorte quon ait 

(*o) A ~9(p)x(p) +(p), 

et si Von suppose le -module I égal à A, ou à un multiple de A, alors, en 
nommant 

c, c , c , ... 

les indices modulaires des polynômes 

?(p)» X(P)» 'J'(P)» 

on aura encore 

(il) 
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Théorème III. — Supposons que le polynôme radical f(p), à coefficients 
entiers, ait été décomposé en plusieurs facteurs radicaux 9(p). /.(p)* 
'^(p), . . . , en sorte quon ait 

(13) f(p) = ?(p)X(p)+(p)---» 

et nommons 

C, c, c', c\ . . . 

hs indices modulaires maxima des polynômes 

<‘(p), 9(p), %(p), 'l^(p), 

on aura 

(i3) C -rcc’c\... 

Théorème IV. Soit l un quelconque des entiers inférieurs à n et pre- 
miers à n. Si, pour chacune des m valeurs de l, 1* indice maximum du 
polynôme f(p^) est divisible par un certain nombre entier ky le poly- 
nôme f(p) sera divisible par k. 

Théorème V. — Soit l un quelconque des entiers inférieurs à n et pre- 
miers à n. Soient, de plus, f(p), ^(p) deux polynômes radicaux, à coef- 
ficients entiers, et notnrnons 

Cl, Cl 

les indices modulaires maxima des polynômes 

?(p'). 

Si, pour chacune des m valeurs de /, V indice Ci est divisible par l'indice Cf, 
le polynôme f(p) sera divisible par ?(p); et réciproquement, si f(p) est 
divisible par f(p), l'indice Ci sera divisible par Ci, 

Théorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent, si l'on a, pour chacune des m valeurs de 1, 

Cr— Cly 

le rapport des deux polynômes f(p)* ^(p) sera un diviseur de V unité, 
Réciproquement y si ce rapport est un diviseur de Vanité, on aura 


Cl— Cl. 
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II. — Sur la décomposition des nombres entiers en facteurs radicaux. 

Soient n un nombre entier quelconque, p une racine imaginaire de 
l’équation 

( I ) X" — 1 = 0, 

et r(p) un polynôme radical, à coefïicienls entiers, formé avec les 
puissances de p. Soient encore 

I , rt, , /^ — n — tï, n — i 

les entiers inférieurs à n, mais premiers à n, et m le nombre de ces 
entiers. Knfin, désignons par© la factorielle 

N f(p) = f(p) f(p«) |•(p''). . . f(p'*-*) 

correspondante au polynôme f(p). L’équation 

(a) 0:--Nr(p) 

fournira immédiatement la valeur du nombre entier 0, quand on con- 
naîtra la valeur de f(p). Mais le problème inverse, qui consiste à 
trouver la valeur de f(p), en supposant connue la valeur de 0, est 
tout à la fois une des questions les plus dilliciies et les plus impor- 
tantes de la théorie des nombres. Après quelques recherches, je suis 
parvenu à obtenir, pour la solution de ce problème, de nouvelles 
méthodes que je vais indiquer en peu de mots. 

Observons d’abord quci en vertu de l’équation du degré rn, à 
laquelle satisfait toute racine primitive p de la formule (i), un poly- 
nôme radical f(p), à coefficients entiers, pourra toujours être réduit 
à un polynôme du degré /n — i, ou, ce qui vaudra mieux encore, à un 
polynôme du degré m, qui n’offrira pas de terme indépendant de p, et 
qui sera en conséquence de la forme 


(3) 


f(p) = a,p -h «îp* -h . . . 4- a,„p'“. 
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Dans ce qui va suivre, nous supposerons cette réduction toujours 
effectuée. 

Observons encore que, si l’on nomme <p(p) un polynôme radical 
quelconque réduit à la forme (3), en sorte qu’on ait 

9(p) = C,p -l-C,p’-4-. . .-4- c„.p"', 

c„ étant des constantes déterminées, l’équation 

(4) 9(p) = <> 

entraînera toujours les m équations 

( ;) ) O, Cj " O, • * • > ^/n 

Ce dernier principe est précisément celui qui fournit la solution de 
la question proposée. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

D’abord la question qui nous occupe pourra être aisément résolue, 
pour une valeur quelconque de 0, si elle peut être résolue dans le cas 
où l’on remplace© par l’un quelconque de scs facteurs premiers. En 
conséquence, il suffira d’examiner le cas où 0 se réduit à un nombre 
premier Alors la formule ( 2 ) deviendra 

(6) P = Nf(p), 

f(p) étant toujours de la forme qu’indique l’équation (3); et si, en 
nommant / un quelconque des entiers inférieurs à n, mais premiers 
à rt, on pose généralement 

P/-- f(p'). 

la formule (6) donnera 

( 7 ) P ~ P\ P a Ph • • • Pn~h Pn-a Pn - 1 • 

(]ela posé, le problème à résoudre se réduira évidemment à trouvcT 
les valeurs des m coefficients 

compris dans la fonction f(p); et l’on peut ajouter qu’il sera facile 
d’obtenir ces valeurs, si l’on parvient à déterminer celles des m fac- 
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leurs radicaux 

(9) P\* Paf Pbt Pn — Pn-ay pn-\* 

Ce que nous avons à faire, c’est donc de chercher à établir des équa- 
tions desquelles on puisse déduire les valeurs des coefficients a«, 

a,, .... ou des facteurs radicaux p^, p^, Pb /»«-«. />«-i • 

Or évidemment la formule ( 6 ) ou ( 7 ) ne fournit qu’une seule des 
équations demandées. Mais la question pourra être résolue à l’aide 
des considérations suivantes. 

La suite des nombres 

I, flf, 6, n — 6, n — a, n — i 

étant décomposée en deux autres suites, dont la première soit de la 
forme 

et la seconde de la forme 

/^ — I , n — a, n — b, . . . , < 

prenons 

(* 0 ) F(P) ^PlPaPh- . 

on aura 

( I I ) F ( p-‘ ) -~ pn-i Pn-u Pn -h - y 

et la formule ( 7 ) donnera 

(12) /?■■ -F(p) F(p--^). 

Or supposons que, par une méthode quelconque, l’on soit parvenu à 
déterminer la valeur de F(p). L’équation (lo) ou (ii), étant de la 
forme ( 4 )* entraînera, en vertu du principe énoncé plus haut, dc^s 
équations analogues aux formules (5); et de ces équations se dédui- 
ront les valeurs des coetRcientî? a,, «a, ..., qui, eu égard à la 
nature du problème, seront généralement en nombre infini. On devra 
seulement choisira, ..., de manière que le nombre des valeurs 
de a^, a^, ..., a„„ renfermées entre des limites quelconques, soit le 
plus petit possible. La question se trouve donc réduite à la détermi- 
nation de l’une des valeurs de F(p) ou de F(p"*), qui vérifient l’équa- 



342 COMPTES HENDÜS DE L’ACAD’ÉMIE. 

tion (lo) ou (il)» quand les nombres a, h, ... remplissent la con- 
dition que nous venons d’énoncer. D’ailleurs cette détermination 
peut s’effectuer à l’aide de méthodes déjà connues, lorsqu’on peut 
effectivement satisfaire au problème par des valeurs entières de a,, 

(’/j ce qui suppose que le nombre premier p est de la 

forme nx-¥i. Dans le cas spécial où p se réduit précisément à 
l’unité, on a, comme l’a prouvé M. Kummer, 

(13) F(p)=:±p', 

l pouvant être un nombre entier quelconque. Ajoutons que, si p est 
un nombre premier de la forme nx-k- 1, mais différant de l’unité, on 
pourra trouver des valeurs convenables de la fonction F(p) ou F(p~' ), 
il l’aide des théorèmes établis dans mes précédents Mémoires (woi'rle 
HuUetin de M. do Férussac de 1829, et le Tome XVll des Mémoires de 
l'Académie) ( ' ). On pourra d’ailleurs, à l’aide de la théorie des indices 
modulaires établis dans le précédent paragraphe, déterminer facile- 
ment les valeurs des nombres i, a,b, . . . on n — x, n — a, n — b, . . . , 
qui correspondront à une valeur donnée de F(p) ou de F(p“'). 

Au reste, à la recherche des valeurs des coefficients a,, a^, . . . , a^, 
on peut, avec avantage, comme on l’a déjà dit, substituer la recherche 
des facteurs radicaux/),, . . . ,/)«-^, /)„-,, en se servant des diverses 
formes que prend l’équation (10) quand on y remplace p par l’un 
quelconque des termes de la suite 

p, p", p*, ..., p'-*, p'-“, p«-'. 

Pour donner un exemple de ce genre de calcul, supposons, en par- 
ticulier, « = 5 . Alors on aura 

(14) p=PtPtiuPki 

et, à l’aide des méthodes exposées dans mes précédents Mémoires, ou 
pourra déterminer la valeur de chacun des quatre produits 

PiPtf PtPi, p>Pi, p^Pi- 


(‘ ) OEuvres de Cauchy y S. II, ï. II, et S. l, T. III. 
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Supposons que l’on ait effectivement calculé la valeur F(p) du pro- 
duit p^ p-t. Alors on aura 

(i5) ;>,/>,= F(p), p^p^r=V{p*), F(p»), F(p‘): 

puis on en conclura 

(«6) (/>i + />t)Pî= F(p) + F(p*), F(p’) -h F(p*); 

et comme, en supposant les fonctions f(p), F(p) réduites à la forme 
qu’indique l’équation ( 3 ), on aura 

f(>) + f(p)+f(p*) + f(p*)7)-f(p‘) = 0, 

F(1) F(p) -h F(p‘) + F(p’) -t- F(p‘) ~ O, 

il est clair que, si l’on pose, pour abré^^er, 

«=: — f(l), c — — F(l), 

on aura, non seulement 

Pi-^ Pi + Pi + Pi— II, 

mais encore, en vertu des formules (i6), 

(/'» + />») = <^- 

Gela posé, les sommes />, -t- />,, p^ -t- Pi seront les deux racines x , , x.^ 
de l’équation 

( 17 ) U* — næ C O, 

Ces deux sommes devant d’ailleurs être des fonctions entières de 

P -4- P*, p*+p*, 

le carré de leur différence devra être de la forme 5 e*, v étant un 
nombre entier; et, comme la formule (17) donnera 

il est clair que les nombres entiers u, e devront satisfaire à l’équation 
indéterminée 


(18) 


4 «• — 5 e* = c. 
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Cette dernière équation étant résolue, on connaîtra les valeurs de 
Pt puis» à l’aidc des formules (i6), les valeurs de/>j,/>,, 

(lesquelles on déduira immédiatement les valeurs de/»,,/),. 

Dans un autre article, je développerai les principes que je viens 
d’élablir, et je montrerai, d’une part, comment on peut les généra- 
liser et les étendre par la considération des racines symboliques, 
au cas même ou les équivalences binômes n’olTrent pas de racines 
réelles, d’autre part, comment on peut éviter la résolution d’équi- 
valences analogues à la formule (17). Knfin, je comparerai les résul- 
tats de mon analyse avec ceux qu’a obtenus M. Kummer. 


373 . 

TiifioRtE DES NOMBRES. — Mémoire sur les indices modulaires des poly- 
nômes radicaux que fournissent les puissances et produits des racines 
de la résolvante d’une équation binôme. 

C. H., T. XXV, p. <j 3 (19 juillet 1847). 

ün sait que la résolution d’une équation algébrique peut toujours 
(Ure réduite à la résolution d’une autre équation que Lagrange appelle 
la résolvante. On sait encore que, si l’équation algébrique donnée est 
une équation binôme, il suHira de multiplier entre elles les racines 
(le. la résolvante, pour voir apparaître certains polynômes radicaux. 
Plusieurs géomètres, entre autres MM. Gauss et Jacobi, ont déjà 
signalé des propriétés remarquables de ces polynômes dont je me 
suis occupé moi-même dans divers Mémoires {voir en particulier le 
Hulletin des Sciences de M. de Férussac, année 1829) ('). 

•Mais d’autres résultats, dignes de remarque, se présentent immé- 
diatement, quand on applique la théorie des indices modulaires aux 
polynômes dont il s’agil. C’est ce que l’on verra dans le nouveau (*) 


(*) OE livres' de Cauchy, S. II, T. II. 
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Mémoire dont je me bornerai à donner ici uiie idée en quelques 
mots. 

Soient p un nombre premier impair, et n un diviseur entier de 
/; — T, en sorte qu’on ait 

P — l : rrnm . 

Soient encore ô une racine primitive de l’équation binôme 

(1) — I, 

t une racine primitive de l’équivalence 

(2) (mod.^), 

P une racine primitive de l’équation 

( 3 ) a:" = 1 , 

et 

r ~ 

une racine primitive de l’équivalence 
(.4) (motl,/>). 

Enfin, soient h, k, l des nombres entiers quelconques, et posons 

( 5 ) 0/, — 0 -H P* 0 ^ P»'* r -h . . . -f- 0 ^^~\ 

Les diverses valeurs de 0^ correspondantes aux diverses valeurs de h 
et de seront autant de racines de la résolvante de l’équation (i). 
On aura, d’ailleurs : i** si A est divisible par n, 

(b) 04rz:0o=:i:-i; 

• 1 ^ si A — A est divisible par /i, 

(7) — 

3® si k 4 - A est divisible’ par /i, 

(8) 0;,04.3Z 0„0_„— (-^ 

OEnvrcs deC* — S. l, t. X. 
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De plus, si l’on pose 

( 9 ) 


0/,O« 
’ 


on aura r i** on supposant ou A, ou A, ou A et A divisibles par /i, 

( 10 ) 4* ^ ^/i, 0 - “ ^0, 4r — ^0, 0 — ■ * î 

2” en supposant A, A non divisibles par //, et A A divisible par n, 

(11) 

en supposant A, k oAh -h k non divisibles par //, . 

('^•) Rh,kfi-h,-^k^ P- 

Ajoutons que Ton aura, en supposant les nombres A, A, / non divi- 
sibles par /i, et la somme A 4- A 4- / divisible par w, 

(13) (- \r^nn,k^ (- I 

puis, en supposant la somme k^-^ih divisible par n, 

(14) 

En vertu de la formule (10) ou (1 1), Rh,h offrira une valiMir entière 
toutes les fois que A 4- A sera divisible par n. Mais, si cette condition 
n’est pas remplie, alors R^^^ sera un polynôme radical, (‘t l’on aura 

( 1 5) R/^ /.z:z üp 4- aip 4- a2p*H-. . . 4- a,,_i p'' 

ao, a,, Ua, ..., a,,.., étant des nombres entiers qui vérilieront la for- 
mule 

( 1 0 ) ao 4- a, 4- aj f- ... 4 - a„ , - - /? — 2. 

D’ailleurs ces nombres entiers pourront être facilement déterminés 
pour une valeur donnée de /, ou, ce qui revient au me>me, pour une 
valeur donnée de 

à l’aide d’équivalences relatives au module r {voir l’article inséré 
en 1829 dans le Bulletin déjà cité). 
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Concevons maintenant que l’on pose 

(17) 

w/i 


3W 


on aura : 1” en supposant A = o et /» = f, 

(•8) 5,-3I; 

2" en supposant h divisible par «, 

('9) S,r--e'{, 

et, ert particulier, 

(20) 


On aura encore 


(SI) 




SnS^. 


ou, ce qui revient au même. 


(sa) 


/?/,. t-SfiSh', 


puis on en conclura, en remplaçant^ par n — h, ou par nk — /i, 
(a3) 5„ (-,)«!/</, 5 a 5„_/„ 

et, plus généralement, 

(Si) 


Enfin, on tirera des formules (18) et (22) 

(a5) /ti. I ^1,5 • • • /ti, A -i. 

A l’aide de cette dernière formule, jointe à l’équation (21), on déter- 
minera aisément, pour des valeurs quelconques de h et de A, des 
valeurs de 5/, et de quand on connaîtra celles des polynômes 
radicaux 


(s(>) ^ 1 . 1 » •••» 

et même, eu égard à l’équation (24), quand on connaîtra les valeurs 
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de Æ,.a correspondantes à des valeurs de h positives et inférieures 

« n 
a-. 

Il est bon d’observer que, si dans la formule on remplace k 

par /^/•, on en tirera 

( 27 ) Snk+h — - ““ SnkSh 

Dans le cas où n est un nombre impair, xs = nombre 

pair; et par suite les formules (8) et ( 24 ) donnent 

(28) p 9 

( 2Q ) P Sk h . 

Alors aussi on tire des formules (i3) et (i/j) • on supposant 4, 4, / 
non divisibles par n, et la somme 4 -h X* -+> / divisible par n, 

( 3o ) /?/# , A< -- /?/,, / -- lh‘, t î 

en supposant la somme k -h 2/1 divisible par 

(3.) 

Alors, enfin, on pourra déterminer, pour des valeurs quelconques de 
4 et 4, les valeurs de 5^^ et quand on connaîtra les termes de la 
suite 

( 32 ) -^ 1 , 1 » ^^i,Î9 •••, 

oumême, eu égard a la formule 
( 33 ) h ^n—hf n—h~— P 9 

les termes de la suite 

(34) ^I,I> /?«_I n~l» 

lin effet, pour réaliser cette détermination, il suffira de recourir aux 
formules que nous allons indiquer. 
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Concevons que, pour abréger, on écrive R/, au lieu de Rh.h' On tirera 
de la formule (22), en y posant k = h, 

( 35 ) 

puis on en conclura, en désignant par t un nombre entier quel- 
conque, 

( 36 ) 5 ,./, /f,-/, /tî- -V, . . . nt 'SV. 

Or, de cette dernière équation, jointe aux formules (27), (29), on 
tirera : i" en supposant 2‘ — i divisible par n, 

{ 37) . . Rt'sj:-'. 

2“ en supposant 2‘-h i divisible par n, 

( 38 ) =- -- P Ri'- U R\'-u . . . RV SI'*'. 

Les formules ( 36 ), (37), ( 38 ) sulfiscnt à la détermination de S/,, 
quand on a calculé /t* pour toute valeur entière et positive de A 
inférieure à -n. 

Si, pour fixer les idées, on suppose que i soit racine de l’équiva- 
hmee 

alors, en posant 

h “ 3 I , t — 9 2* 4- 1 n A, 

on tirera de la formule ( 38 ) 

( 39 ) 

puis, en laissant à i une valeur quelconque, et posant h --- 1, on tirera 
de la formule ( 36 ) 

Enfin, de cette dernière, jointe à Téqualion (27) et à la formule (39), 
on déduira la valeur de correspondante à une valeur quelconque 
de h. 
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En s’appuyant sur les diverses formules que nous venons d’établir, 
on peut aisément calculer les indices modulaires des polynômes radi- 
caux représentés par 

et par 0?. 

Ainsi, par exemple, on établira les propositions suivantes : 

TfiÉonftME I. - Pour obtenir V indice modulaire maximum du poly- 
nôme correspondant à la racine primitive r^ de l* équivalence (4), U 
suffit de chercher les plus petits nombres positifs qui soient équivalents, 
suivant le module //, aux produits hk, hL Si la somme de ces deux 
nombres est inférieure à /i, V indice cherché sera le nombre /?. il se 
réduira simplement à V unité dans le cas contraire» 

Exemple» — L’indice modulaire de /t,,i correspondant à la racine 
primitive r^ est/?, ou l’unité, suivant que l est inférieur ou non à - • 

Théorème fl. — L* indice modulaire maximum de correspondant à 
la racine primitive r^ de la formule (4) est le plus petit des nombres équi- 
valents, suivant le module n, au produit 

ht» 

Exemple» — L’indice modulaire maximum de 0" correspondant à la 
racine primitive r^ de la formule (4) est n — l» 

Ainsi que nous l’expliquerons dans un autre article, le théorème 11 
s’accorde avec l’un de ceux qu’a obtenus M. Kuinmcr. 

En vertu des formules (i3) et (i4)» ou (3o) et (3j), le nombre 
total des valeurs de qui sont distinctes (abstraction faite des 
signes), et représentées par des polynômes radicaux, se réduit, 

quand n est impair, à ^ ou bien à - et, quand n est pair, 
à ) ou bien à - suivant que n est divisible ou non divisible 
par 3. 

Ainsi, par exemple, pour n=^:^, les valeurs distinctes de 
représentées par des polynômes radicaux, seront au nombre de 
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quatre, savoir ; 

^1,1— ^8,3^ /?v,4— ^4,1» 

OU, plus simplement, 

/ti, /ti, /^, 

Pour les valeurs distinctes do représentées par des 

polynômes radicaux, seront au nombre do huit, savoir : 

n,, n,, 7 ^ 3 , Ih. fh. fh 
et 

^b,2 ^ ^1,1^ ^.Mi- 

Dans un prochain article, je montrerai le parti qu’on peut tirer do 
cette remarque pour décomposer ^t, par suite, le nombre p on 
facteurs radicaux. 


374 . 

Axai-Vsk jiATiiÉMATiouK. — Mémoire SUT V application de la nom elle ihéorie 
des imaginaires aux diverses branches des Sciences mal hémaliq lies. 

C. U., T. XXV, p. iv.p (v.r> juillcl i8|7). 

La nouvelle théorie des imaginaires que j’ai présentée îi l’Aca- 
démie dans l’une des précédentes séances ofiVe le double avaidage 
de. faire complètement disparaître runc des plus grandes diiïicultés 
qu’offrait l’étude de l’Algèbre, et de s’appliquer avec un égal succès 
aux diverses branches des Sciences mathématiques. Pour mettre cette 
vérité dans tout son jour, je me bornerai ici à quelques exemples. 

On dit, en Algèbre, qu’une équation du degré n a toujours n racines 
réelles ou imaginaires. Cette proposition acquiert un sens facile à saisir 
dans la nouvelle théorie, et s’énonce alors dans les termes suivants : 

f(j7) étant une fonction entière de x, si I on pose x -- a -I- ô/, a, A, i 
étant des quantités réelles, on pourra toujours choisir a et h de manière 
que le reste de la division de f(a -h bi) par i s* évanouisse, quelle que 
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soit la valeur réelle de Si d* ailleurs la fonction f(£p) est du degfé n^ le 
nombre des systèmes de valeurs de a et h qui rempliront la condition 
indiquée sera précisément égal à n. 

Ajoutons que les racines réelles de Téquatlon 

f(a:)r=o 

seront évidemment les valeurs de a qui correspondront k des valeurs 
nulles de b. 

En Trifçonométrie, le théorème de Moivre peut s’énoncer dans les 
termes suivants : 

Si l'on divise la puissance de cos a -f- / sina par r’ 4 - 1 , /^ reste 
de la division sera cos/^a -h îsin/ia. 

Appliquée k des questions des nombres, la nouvelle théorie trans- 
forme une racine p de l’unité qui entre dans un polynôme radical f(p) 
k coeiricients entiers en une quantité indéterminée; et, si cette racine 
est du degré //, la lettre n désignant un nombre premier, on n’a même 
plus besoin de prouver que l’équation 

f(p)=o 

entraîne la suivante 

F(;r) désignant encore une fonction entière k cocflicients entiers. Car 
la première équation n’a plus d’autre sens que celui qu’elle acquiert 
quand on la transforme en la seconde. Alors aussi tous les théorèmes 
établis dans mes précédents Mémoires deviennent faciles k saisir; et 
toutes les formules auxquelles je suis parvenu subsistent pour des 
valeurs réelles quelconques des quantités que désignent dans ces for- 
mules les lettres p et Ô, pourvu que l’on réduise les deux membres de 
chaque formule aux restes que l’on obtient quand on divise ces deux 
membres par les facteurs binômes 

p^' — I et — I . 

Enfin, la nouvelle théorie des imaginaires fait encore disparaître 
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les difficultés que Ton rencontrait, en Géométrie, quand on voulait 
étendre la démonstration de certaines propriétés des figures au cas où 
certaines lignes, certains points, cessent d’être réels. La loi de con- 
tinuité, dont un de nos honorables confrères, M. Poncelet, a fait dans 
ses Ouvrages des applications si élégantes et si dignes de remarque, 
prend alors une signification précise. Seulement chacune des lignes 
droites ou courbes, que l’on appelait imaginaires, se trouve rem- 
placée par un système de lignes de même nature, qui changent de 
forme avec la valeur variable d’un paramètre indéterminé. Il en 
résulte que, en Géométrie, les solutions imaginaires résolvent tou- 
jours des questions plus générales que celles que l’on avait posées. 
Rendons cette méthode plus sensible par un exemple. 

Soient 

(i) f(^,/)~o, F(a?,/) = o 

les équations de deux courbes réelles dont on cherche les points com- 
muns. Si elles lie se coupent pas, on pourra du moins satisfaire aux 
équations données par des valeurs imaginaires de la forme 


^ — a-hp/, 7 = y 4- 5/, 

OU, pour parler plus exactement, on pourra choisir les quantités 
réelles a, jî, y, S de manière que l’on ait, quelle que soit la valeur 
réelle de i, 

f(oc-f-(5t,y4-di) — ( 14 - t*)ï, 

F(a 4 - (3/, y 4 - ô/) — (i 4- «*)J, 

I, J étant des fonctions entières et déterminées de L Cela posé, les 
solutions imaginaires des équations proposées feront connaitre les 
points d’intersection de deux courbes quelconques, représentées par 
deux équations de la forme 


(2) f(jr,7) = (i 4- i’)I, Y(x,y)~z( \ 4 -/*) J; 


et si une combinaison linéaire des équations (i) produit une troisième 
équation 


( 3 ) 


CEuvrtts de C* — S. 1, t. X. 
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qui représente une courbe réelle, cette troisième courbe renfermera 
toujours les points d’intersection des courbes représentées par les 
équations (a), quelle que soit d’ailleurs la valeur réelle attribuée au 
paramètre i. 

Supposons, pour nous borner à un cas très simple, que les équa- 
tions (i) représentent deux cercles, et soient de la forme 

(4) (ss — a)* + y*=zr*, (i» + a)’4-j'’=: /•’. 

En les combinant entre elles par voie de soustraction, on obtiendra 
une troisième équation 

( 5 ) x~o, 

qui représentera la droite d’intersection des deux cercles, dans le cas 
où ils se couperont, c’est-à-dire lorsqu’on aura a<r. Si a devient 
supérieur à r, les valeurs imaginaires 

(6) Æ!r=o, = ±: (a*— r®)’ f, 

qui sont censées vérifier les équations (4), satisferont en réalité aux 
suivantes 

(« — /•*-)- (a*~ r*) (i -+- i*), 

(jc -h J* = ;•»-!-/( a’— /•*) (i ■+■ P); 

et ces dernières représenteront, quel que soit i, deux cercles qui se 
couperont suivant la droite représentée par l’équation (5). 


375 . 

Théorie des nombres. — Mémoire sur diverses propositions 
relatives à la théorie des nombres. 

G. R., T. XXV, p. i 3 a (26 juillet 1847). 

La théorie des indices modulaires ne fournit pas seulement divers 
moyens de décomposer les nombres entiers en facteurs radicaux, elle 
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permet encore d’établir avec facilité un grand nombre de propositions 
qui paraissent propres à intéresser les géomètres, et qui, jointes a 
plusieurs autres, peuvent être utilement employées pour la démon- 
stration du dernier théorème de Fermât. Afin de ne point dépasser 
les bornes prescrites aux articles qui doivent être insérés dans les 
Comptes rendusy je me bornerai aujourd’hui à donner une idée de ces 
diverses propositions, en annonçant celles qui semblent mériter d’être 
particulièrement remarquées. 

Théorème I. — Soit, comme nous V admettrons généralement ici, n un 
nombre premier impair. Soit encore p une racine primitive de réquation 

(1) 

et nommons f(p) un polynôme radical à coefficients entiers, formé avec 
les puissances de p. Si f(p) est divisible par i p, on aura 

( 2 ) f(i)so (niocl. n), 

et réciproquement, si cette dernière condition est satisfaite, f(p) sera divi- 
sible par I — p. 

Théorème II. — Supposons le polynôme radical f(p) décomposable en 
deux facteurs de même espèce ç(p), x(p)» sorte quon ait 

(3) f(p)^?(p)x(p)- 

Si f(p) est divisible par (i — py, l étant un nombre entier quelconque, 
alors 

9(p)» X(P) 

seront respectivement divisibles par deux expressions de la forme 

(»-p)'S (l-p)^ 

h, k étant deux nombres entiers, dont l'un pourra être nul, et dont la 
somme sera L 

Théorème III. — Soit toujours 


f(p)~?(p)x(p)- 
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{-' 1 ) 

f(p)so 

(mod. n), 

saris avoir en même temps 



(^■>) 

X(l)!^0 

(mod. /^), 

on aura nécessairement 



('j) 

(p(p)-=o 

(rnod. /i). 

Théorème IV. — Si, en 

posant 


(7) 


.r«— î 

X — 1 ’ 


on désigne par la dérivée de X de V ordre /, on aura, pour x 

(8) ,r=so, yT'isso, (mod. 

Nota, — Pour établir ce dernier théorème, il siiflit de différentier 
// — 2 fois, par rapport à x, l’équation (7), réduite à la forme 

ofc‘" — î =r A^(.r — 1 ), 

et de poser ensuite 

Théorème V. — Supposons que, f(a7) étant une fonction entière de x, 
on pose successivement 

( 9 ) — f,(.r)=ra?f;(j7), 

Alors, en prenant 

on aura, pour toute valeur entière de m, 
et en prenant 

f(a:0 = 9(^)x(.r), 

on aura 
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Théorème VI. — Si ie polynôme radical f(p), à coefficients entiers, est 
tel que l’on ail 

(lo) f(p)=3 0 (mod. rt), 

on aura encore 

(u) f(i) — O, f,(i)so, f,(i) = o, .... f„_,(i)^o (mod. «). 

Théorème VII. — Si le polynôme radical f(p), à coefficients entiers, est 
tel que. l’on ait 

(13) 9(p) — ®(p“') HS O (mod.n), 

on aura encore 


(i 3 ) 9,(i)sso, 9,(1) HS O, 

et si, dans le même cas, on pose 

(> 4 ) 


(mod. «); 








alors, en supposant ©(i) non divisible par n, on aura 

(15) ®,(i)r30, <Pj(i)hso, .... *„_5(i)sho (inod.w). 

Considérons maintenant en particulier un binôme radical u, qui 
soit une fonction linéaire de p, sans être divisible par un nombre 
entier, en sorte qu’on ait 

H — a-V- ôp, 

a, b étant des entiers premiers entre eux; et posons généralement, 
pour une valeur entière quelconque de /, 

(16) f/, = a-f-ôp'. 

Hnün, soit 


(17) l = N(a + 6p) 

le nombre entier qui représente la factorielle correspondante au bi- 
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nônic a + b^. Ce nombre ne pourra, comme l’on sait, avoir pour fac- 
teurs premiers d’autres entiers que le nombre n et des nombres pre- 
miers de la forme nx + \. k cette proposition déjà connue, j’ajoute 
les théorèmes suivants ; 

Théorème VIII. — Supposons que, le nombre l étant l’un quelconque 
des termes de la suite 

I, a, 3 , .... /ï — I, 

on nomme a^ un autre de ces termes, choisi de manière à vérifier la con- 
dition 

(i8) Za/ = i (mod. n), 

et posons 

(•9) 9(p) = P'‘“a,«a.. 

1 » 

l* exposant (jl étant un nombre entier. Soit, (Tailleurs, F(p) un poly- 
nôme radical à coefficients* entiers. Si, le nombre a-^b étant premier à n, 
le nombre I, déterminé par V équation (i^), est une puissance entière du 
degré n, on pourra choisir V exposant (/. et le polynôme F(p) de manière 
à v>érifier la formule 



et, par conséquent, la suivante : 

( 3 i) <p(p~‘) — <p(p) (mod./î). 

Théorème IX. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent, nommons s une racine primitive de V équation 

(22) O’'*-* — ! (mod. /2). 

Soient d* ailleurs Vun quelconque des nombres 

«1, «J, » 
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et a* celui d’entre ces mêmes nombres qui vérifie la condition 
(a3) a*=±s'»aA. 

Enfin posons 

(a4) = = 

ttfi 

et soit cü la valeur numérique de la résultante formée avec les divers 
termes du tableau 

^l,t> ^l,*> •••< n — l > 

S 

^2,1> O O O» ^ n — I > 

’ * 

•••» •••» •••» 

dff — I f Ctff — I ) 0**9 ®fi — 1 n — it 

— nr’ — 

termes dont chacun se réduit^ au signe prés y à V unité. On pourra choisir 
U exposant v de manière que, pour une valeur quelconque du nombre en- 

( Il \(û ^ 

? réduise à ta puissance dim rapport 

de la forme et que Von ait, par suite, 

(mod. n). 

Si Von attribue successivement à n les valeurs 

7> •••> 

on pourra réduire les valeurs correspondantes de co aux nombres 

l, 2, 2, ^ 

Dans un prochain article, j’expliquerai comment ces diverses pro- 
positions peuvent être appliquées à la démonstration du dernier théo- 
rème de Fermât. 
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376 . 

Tiiküiuk des nombres. — Mémoire sur diverses propositions relatives 
à la théorie des nombres (suite). 

C. U., T. XXV, p. 177 (2 août 1847). 

Aux propositions énoncées dans le Compte rendu de la précédente 
séance, il est utile d’en joindre plusieurs autres que je suis parvenu à 
démontrer, et que je vais indiquer en peu de mots. 

Théorème I. — Soient n, p deux nombres premiers impairs, dont le 
second soit de la forme nx Soient, de plus, p une racine primitive de 
Véfpuition 

(!) x«=:i; 

t une racine primitive de l'équivalence 

( 2 ) xr- ‘ Ei: I ( m 0(1 . p ) ; 

puis, en admettant que les entiers h, k, h k soient premiers à n, posons 
( 3 ) 

la somme qu'indique le signe S s étendant à toutes les tnileurs entières de 
a comprises dans la suite 

I, 2 , 3 , /2--2, 

et 6 désignant, dans la même suite, le terme qui vérifie l' équivalence 

(mo(l./>). 

On aura 

( 4 ) /? = R h^k R-^,-~a ; 

puis, en posant k 4, et écrivant, pour abréger, au lieu de R/^ o/i 
trouvera 
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D*ailleurSy et * seront des polynômes radicaux^ dans chacun des-^ 
quels les coefficients des diverses puissances de p fourniront une somme 
égale à P — ' 2 , Enfin, si Von pose 

• Czl 

(6) r -1 l « , 

r sera une racine primitive de V équivalence 

et V indice modulaire maximum R,, correspondant à la racine primi- 

tive sera, ou le nombre p, ou l* unité, suivant (pie le nombre l sera infé- 
, n 

rieur ou non a ~ • 

De ce premier théorème, on peut déduire la proposition suivante : 
ÏUÊOKÈME II. — Faisons 

(7) a-^-bp, 

a, 1) étant deux nombres entiers premiers entre eux, dont la somme ne 
soit pas divisible parti; et supposons que la factorielle 

(8) l-~:iN(a4-bp), 

correspondante au binôme radical a -h bp, ait pour facteurs premiers les 
entiers p, q, - en sorte quon ait 

{i)) . 

Concevons d'ailleurs que, l étant l’un quelconque des entiers 

if tü, 3, ...J n “• I , 


on nomme ai un autre de ces entiers choisi de manière à vérifier la condi- 
tion 

(10) /a/^i (mod./O* 

Enfin, soit r celle des racines de l’équiva lence 

(11) (inod. 1), 


CEüures de C. — S. l, t. X. 


J?' 
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qui vérifie la condition 

( 12 ) a-f b/~o (mod.I), 

et nommons R, , R' , ... les diverses valeurs de R, qui correspondent (voir 
Ir* f héorfîme l) àla racine r et aux divers modules p%q^ ... ; on aura 


('3) Ua, Ua, • • . RH^f - • - WCP)» 

rj(p) étant un diviseur de V unité y qui se réduira, au signe pré», à une 
puissance entière de p. 

Corollaire, — Si lo nombre 1 est une puissance entière du dejj;ré n, 
le produit 

R'îRr... 

sera de la forme | F(p)l", F(p) étant une fonction entière de p, a coef- 
ticients entiers, et l’on obtiendra la proposition suivante : 

Théorème III. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème H, 
si le nombre I se réduit à une puissance du degré, on aura 


(• 4 ) 


Un, U a, . . . Z [F(p)]" KT(.o), 


F(p) étant une fonction entière à coefficients entiers, et C7(p) un diviseur 
de r unité, qui se réduira, au signe près, à une puissance entière de p. Si 
d* ailleurs on pose, pour abréger. 


(i5) 



Frrz 


F(?) " 


et si L on observe que le rapport 

^(r[) 

rff(pj 

sera une puissance entière de p, on trouvera 

i désignant un nombre entier. 
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Corollaire l. — Comme, en supposant toujours a -l- b et, par suite, I 
non divisibles par n, on aura 

( 17 ) F" =33 1 (mod. /))> 
la formule ( 16 ) entraînera la suivante 

(18) Va, Va,... Va^ I ( UlOd. H ), 

t 

qui coïncide avec la formule ( 21 ) de la page 358. De plus, si a/, étant 
l’un quelconque des termes de la suite 

<7i, fÏ2* • • • ♦ - I» 


et «* celui d’entre ces mêmes termes qui satisfait à l’équivalence 

(19) (mod. «), 

on désigne par celle des deux quantités -+- 1 , — i qui vérifie 
condition 




(^k ’ 


la 


alors, en nommant w la valeur numérique de la résultante 

on déduira de l’équation ( 16 ) une autre équation de la forme 
(20) .-y» = 

X étant un nombre entier, et <? étant de la forme 


(ai) 

Enfin, comme on aura 

(aa) 


’C> = 


^■(P) 


V‘J»=3 I 


(mod. n ), 
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on trouvera encore 

rjfsp* (mod. n), 

et J’on sera ainsi ramené au théorème IX de la page 358. Ajoutons que 
la valeur de w, déterminée par la formule 

(^■•*) 6) — ± S^«,,, y 

n’est pas toujours la plus petite de celles que l'on peut adopter dans 
la formule ( 20 ), et que, en attribuant successivement à n les valeurs 

7* * * ♦ * » 

on peut réduire les valeurs correspondantes de u aux nombres 

I, 2, 2, 6 , 10, — 

Corollaire II, — Des seules propositions énoncées dans cet article 
et dans le précédent, un peut déjà déduire diverses conséquences rela- 
tives au dernier théorème de Fermât. Il en résulte, par exemple, que. 
pour démontrer l’impossibilité de résoudre l’équation 

a'* -H b" -+- C" 1- : O 

par des entiers premiers entre eux et premiers à n, il sulFit de s’as- 
surer que la somme 

I + 2"-‘ + 3“-* -h ... H- 

n’est pas divisible par n, ou bien encore que w est un nombre pre- 
mier h «. On voit donc combien il importe de déterminer la valeur du 
nombre w, ou du moins le reste qu’on obtient en divisant w par n. On 
y parvient à l’aide d’une méthode qui permet de résoudre facilement 
une classe très étendue d’équations linéaires, et que je vais indiquer 
en peu de mots. 

Soient données, entre n inconnues 

■r, y, s, .... w, V, 
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n équations linéaires de la forme 


1 CToX 

4- rti/4- «25 4-. . 

. 4- a„_, « + — A», 

1 aiX 


. . 4- dn—x II 4- «pC zzL A’i, 

j 

4- «3 J •+• a^z-\-,. 

. .4-aü«« 4-«ie rr /Cj, 

' ««-1 

X 4 - «oj 4- «J 5 4-. 

. . 4- 4 - e “ 


et posons, pour abréger, 

( 5D ) JD y Z H— . « . -H II "4" «v» 


On observera d’abord que, des formules (24) combinées entre elles 
par voie d’addition, on tire 


('i 6 ) 


/Tp-h -f - . . . -t- kn-.\ 
<ïo -4- ♦ H- I 


Pour trouver ensuite les valeurs des diverses inconnues 


X, y, Zy //, e, 

on multipliera les formules (*^ 4 )» avant de les ajouter entre elles, par 
les divers termes de la progression géométrique 

I, p, p\ p«-', 

P étant une racine primitive de l’équation 


et l’on trouvera ainsi 


r I ; 


(27) 


X 4- P""*/ -h P~^z 4- ... 4- p”"^* U — 


^0 ^' 1 P • . ■ 4- /> ff-i p” ^ 

«0-+- ^iP H- «ip*4- . . .4- 


Donc, si l’on pose, pour abréger. 


A’p 4 “ P 4 “ A'jP* - 


«0 P -+■ ^îp* 4- ... 4- «rt-i P 


I fr 1 

. 4 - \ J P ■ * 4- Aj p*‘ 


A«^iP‘ 


on aura 

( 28 ) X-r.XQ-\-C, /~A, 4 -C, Z 


— A 2 4 ”’ C, 


• • » 


U — “+■ C, 
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C étant une quantité dont la valeur se déduira aisément de l’équa- 
tion (26), puisque, en vertu des formules (28), on aura 

(2()) ■ /iC — 5 — Ao — A| Aj— — Art — 1 * 


377 . 

Tiiéorik des nombres. — Mémoire sur diverses propositions relatives 
à la théorie des nombres (suite). 

C. tt., T. XXV, p. a4-i (9 août i84:). 

Les propositions énoncées dans le précédent article, et les formules 
qu’il contient, sont relatives au cas où le nombre désigné par la 
lettre n est un nombre premier impair. Mais on peut généraliser 
encore ces formules, et en particulier celles qui se rapportent à la 
résolution d’une classe très étendue d’équations linéaires. 

lîlfectivement, supposons que, n étant un nombre entier quel- 
conque, on SC propose de résoudre les formules (24) de la page 3()5. 
Pour obtenir la valeur de l’une quelconque des inconnues, de x par 
exemple, il suffira évidemment de combiner entre elles, par voie d’ad- 
dition, ces mêmes formules, respectivement multipliées par certains 
facteurs 

^0, . . . , ï, 

ces facteurs étant assujettis à vérifier les conditions 

/ 'ïo?» -4- «ili H- . . . -t- |*«-1 ■■= 6), 

1 rtjlo H- «ili -h . . . «0 = 

j 

\ Ort-l|o'+' + . 1 — O, 

dans lesquelles <0 peut être un nombre quelconque arbitrairement 
choisi. Or soit p une racine primitive de l’équation 

(?.) 


x"—!. 
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Les conditions (i) entraîneront avec elles la formule 

(3) &)— -((7o-+-ffip-+-...-t- aB-ip*”' ) |iP”‘ -h. . . + P ), 

et même cette dernière formule continuera de subsister, quand on y 
remplacera p par l’une quelconque des puissances de p, c’est-à-dire, 
en d’autres termes, par l’une quelconque des racines de l’équation ( 2 ). 
Réciproquement, si la formule (3) subsiste quand on y remplace p par 
une quelconque des racines de l’équation ( 2 ), alors les facteurs 

lo, ^1, •••» §«-l 

satisferont certainement aux conditions ( 1 ). D’ailleurs, si Ton pose, 
pour abréger, 

(4) f(p) -- «0+ «ip + . . a„_,p"-', 
la formule (3) donnera 

(3) ^ 0 + |,p-'-+-. . .+ ï„..,p--'‘+' - 

et, si la formule (3) subsiste quand on y remplace p par p'", m étant un 
nombre entier quelconque, on aura encore 

(fi) 4„ + |,p-''' + ... + ^„-, 

Or, si dans la formule (G) on remplace successivement le nombre m 
par les divers termes de la suite 

{7) O, I, 2, «--I, 

les équations ainsi trouvées donneront 

wi ^ w — I 

(8) S r(p")^'"'’ 

m -- y 

/ étant l’un quelconque des entiers inférieurs à n, et le signe ^ indi- 
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quant la somme des valeurs du produit 


fj) 

fTp"'') 


p«i/ 


correspondantes aux diverses valeurs de m. 
Les valeurs de 


ht 


Î/I-H 


fournies par l’équation (8), satisfont, quel que soit to, aux condi- 
tions (i); et par suite, s’il s’agit seulement de résoudre les équa- 
tions (24) de la page 365, on pourra prendre w = i. Mais, dans cer- 
tains problèmes, les valeurs des inconnues doivent être entières, et 
l’on peut demander, par exemple, de vérifier les formules (1) par des 
valeurs entières de 

4o* * * *, t» 

dans le cas où les coefficients a^,a^ ont eux-mêmes des va- 

leurs entières. Or je suis parvenu h démontrer que, pour satisfaire à 
cette dernière condition, il suffit de prendre 

(9) 6>:=f(l)f(p)f(p’)...f(p'«-'). 


378 . 


Tukorik des nom/ires. — Mémoire sur l’emploi des racines de l’ unité 
pour la résolution des divers systèmes d’équations linéaires. 

C. U., T. XXV, p. ï 85 (aî aoflt 18 17). 


J’ai montré, dans les précédentes séances, comment on peut faire 
servir les racines de l’unité à la résolution de certains systèmes 
d’équations linéaires; mais les équations que j’ai indiquées ne sont 
pas les seules qui puissent être ainsi résolues. D’autres, qui ne sont 
pas moins dignes d’attention, jouissent encore de la même propriété. 
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Ajoutons que les unes et les autres se résolvent en nombres entiers, 
sous des conditions qui méritent d’étre remarquées. C’est ce que l’on 
verra dans le Mémoire que j’ai l’honneur de présenter à l’Académie. 
Je me bornerai ici à en extraire quelques propositions fondamentales, 
le Mémoire lui-même devant être prochainement publié dans les Exer- 
cices d* Analyse et de Physique mathématique. 

Je commence par établir la proposition suivante : 

TnKonÈME. — Soit 

/( .r ) 4- C, 4- . . . 4- C,n-\ X 4 

une fonction entière du degré m, dans laquelle le coefficient de la plus 
haute puissance de x se trouve réduit à P unité. Supposons d 'ailleurs les 
m racines de V équation 

(i) f(,v)-o 

partagées en deux groupes a, 6, y, *. . X, p., v Soit enfin 

ü:::: F(X,p,V, ...) 

une fonction des racines A, p., v, ..., symétrique, entière, et à coejfwients 
entiers. On pourra transformer U en une fonction entière des racines a, 
Ç, y, ..., et des coefficients c,, Cj, . . ., c„^, qui, étant elle-même à coeffi- 
cients entiers, sera symétrique par rapport aux racines a, 6, y, 

Nota. — Pour démontrer ce théorème, il suffît d’observer : r que, 
a, 6, y, .. , étant racines de l’équation (i), on pourra diviser algébri- 
quement /(oî) par le produit (a: — a)(£c — — y) . . 2 ^ que, si 

l’on nomme f(a7) le quotient ainsi obtenu, \{x) sera une fonction en- 
tière de X, dans laquelle la plus haute puissance de x se trouvera mul- 
tipliée par l’unité, les autres puissances de x étant respectivement 
multipliées par des fonctions entières de c,, Ca, . .., \ a, S, y, . . 

qui seront à coefficients entiers, et symétriques par rapport aux ra- 
cines a. S, y, ...; 3"^ que X, p., v, ... seront précisément les diverses 
racines de l’équation f(a?) = o. 

OFMvres de C. — S. l, l. X. 


4 ? 
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Soit maintenant n un nombre entier quelconque, et considérons le 
système des équations 


/ 

[ 

H- -4- fïj 5 H- . . 

• • ■+" 4 - fi«-i V — A*o» 

J 

i 

1 

H- 4- fis 3 -H. . 

. . 4“ fl — «0 Al, 

1 


. . fl/i — 3 fl fl/i — 8 ^ 


que l’on déduit des formules (a4) de la page 365, en changeant, dans 
la deuxième, la troisième, la quatrième, ... formule, les signes du 
dernier, puis des deux derniers, puis des trois derniers, ... termes. 
Pour obtenir la valeur de l’une quelconque des inconnues, de x par 
exemple, il suffira évidemment de combiner entre elles, par voie d’ad- 
dition les formules ( 2 ) respectivement multipliées par certains fac- 
teurs 5i, • • •. $«-i» ces facteurs étant assujettis k vérifier les condi- 


tiens 



/ ^0^0 

fli^i 4- fis^t 4- . . 

• 4- 4- $«-i w, 

(3, “'«• 


. 4- 1 — 


— fio^i — — • • 

• t 8 1 ~ 


dans lesquelles w peut être un nombre entier quelconque arbitraire- 
ment choisi. Or, soit p une racine primitive de l’équation 

(4) = 

les conditions (3) entraîneront avec elles la formule 

et même cette dernière formule continuera de subsister quand on y 
remplacera p par l’une quelconque des puissances impaires de p, c’est- 
à-dire, en d’autres termes, par l’une quelconque des racines de l’équa- 
tion 

(6) Ær» = — I. 

Réciproquement, si la formule (5) subsiste quand on y remplace p par 
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l’une quelconque des racines de l’équation (6), alors les facteurs 

I,, S satisferont certainement aux conditions (3)^ D’ailleurs, 

si l’on pose, pour abréger, f(p) = a# -t- a,p asp*-f-. , 
la formule (5) donnera 

et si, dans cette dernière, on remplace p par p®, m étant un nombre 
impair quelconque, on aura 

(8) ' So + $,p-“-(-^,p-»"* 4- p-'»-')® = 

puis on en conclura 

(9) ~ « S r"(p'») 

/ étant l’un quelconque des entiers inférieurs à n, et le signe indi- 
quant la somme des valeurs du produit p”^, correspondantes aux 
diverses valeurs impaires de m comprises dans la suite i, 3, 5, ..., 
2/1 — 1 . 

Les valeurs de 5o> 5i* 5a. • • •» 5»-, fournies par l’équation (9) satis- 
font, quel que soit <0, aux conditions (3); et par suite, s’il s’agit seu- 
lement de résoudre les équations (2), on pourra prendre to = i . Mais, 
dans certains problèmes, les valeurs des inconnues doivent être en- 
tières, et l’on peut demander, par exemple, de vérifier les formules ( 3) 
par des valeurs entières de $0. 5i. ^a. •••. 5»-). o»* Or il résulte du théo- 
rème énoncé au commencement de cet article, que, pour satisfaire à 
cette dernière condition, il sufüra de prendre 

( 10 ) O) =: f(p)f(p>). . .ftp*"-'). 

Les formules précédentes fournissent le moyen do calculer aisément 
le nombre entier désigné par <0 dans la séance du 2 août derniec. 
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Physique mathématique. — Note sur la polarisation chromatique. 
C. B., T. XXV, p. 33i (3o août 1847 ). 


Un des savants les plus distingués de rAllemagne, M. d’Ettings- 
hausen. étant venu ces jours derniers à Paris, et m’ayant dit quelques 
mots au sujet de ses recherches sur la théorie de la lumière, je lui 
parlai aussi des miennes, et j’ajoutai que les Comptes rendus renfer- 
maient seulement une faible partie des résultats contenus dans les 
Mémoires que j’avais présentés à l’Académie sur l’Analyse ou sur les 
applications de l’Analyse à la Physique. Je citai, à cette occasion, te 
Mémoire du 8 mars dernier, sur les corps considérés comme des sys- 
tèmes de molécules dont chacune est elle-même un système d’atomes, 
et mes Mémoires plus anciens, relatifs à la polarisation chromatique. 
Alors, M. d’Ettingshausen me témoigna le désir de me voir publier 
immédiatement au moins les parties les plus importantes de ces Mé- 
moires, surtout les deux dernières pages d’un manuscrit, que j’ai mis 
sous ses yeux, et qui avait été paraphé par l’un de MM. les Secrétaires 
perpétuels, avec l’indication d’une seule date, deux fois reproduite, 
celle du 22 avril i844' Comme ces deux pages, dont chacune porte 
le paraphe de M. Arago, sont relatives à un objet dont M. d’Ettings- 
hausen s’est aussi occupé de son côté, et dont il s’occupe encore, je 
me bornerai à les transcrire, sans y changer un seul mot. 


Équations différentieAles de la polarisation chromatique. 

Les équations différentielles des mouvements infiniment petits d’un 
système de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de ré- 
pulsion mutuelle sont de la forme 

;■) 


,DÎ^=S[m(x-4-A?)/(rH-p)], 
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{voir les Exercices d' Analyse, tome I, page 3 (')], la valeur de p étant 
sensiblement 

P f. 

Si l’on veut obtenir la polarisation chromatique, il sulfîra d’ajouter 
aux seconds membres des équations (i) des termes de la forme 

( 2 ) Sj/M[z(y-H An) — y(z + AÇ)]f{/-)j = S[/n(/.AYi-yAî:)f'(/‘)] 

En effet, si l’on pose 

( 3 ) 1 = ^ ^ 

de semblables termes deviendront 

(4) (BD,, -CD,) K, 

K désignant une fonction de u, e, et il sudira de supposer K 

fonction de P = «“ -i- e* -t- pour réduire les expressions (4) à la 
forme 

(5) (<vB-eC)5!*5 =(i«’B-.-C)G, 

G étant fonction de A. 

Il est important d’observer que le produit 

(6) m[z(y-+- An) — y(7,-HAî)t’(e) 

représente la projection sur l’axe des a; d’une force perpendiculaire au 
plan qui passe par les droites OA, O' A', dont la première est menée, 
dans l’état d’équilibre, de la molécule m qui coïncide avec le point 
(x,y,s), à une molécule voisine m qui coïncide avec le point 
(a; + X, J + y, 3 4- s), et dont la seconde est ce que devient la pre- 
mière, quand on passe de l’état d’équilibre à l’état varié. De plus, la 
force, dont l’expression (6) est la projection, est proportionnelle, 
d’une part, au produit des droites OA, O' A' par le sinus de l’angle 
compris entre elles; d’autre part, à une fonction |’(r) de la distance r. 

(*) Œuvres de Cauchy, S. II, T. XL 
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Il reste à savoir si, en attribuant aux molécules des corps des 
formes déterminées et. des mouvements de rotation très petits, on ob- 
tiendra, pour les mouvements infiniment petits, des équations de 
même forme que celles auxquelles conduit la supposition que nous 
venons d’énoncer. 

Le produit des droites OA, O' A' est sensiblement proportionnel 
à r*. Donc la force dont nous avons parlé se réduit au produit d’une 
fonction de r par le sinus de l’angle compris entre les deux droites. 


380 . 


Astronomie. — Mémoire sur la détermination des. orbites des planètes 

et des comètes. 


C. R., T. XXV, p. 4 oi (*o septembre 1847). 

Les nouvelles méthodes que j’ai données pour la détermination des 
orbites et des mouvements des corps célestes ne sont pas, il importe 
de le reniarquer, des théories purement spéculatives; et si, d’une 
part, elles peuvent contribuer au progrès de l’Analyse mathématique, 
d’autre part, elles offrent des moyens de calcul qui s’appliquent utile- 
ment à la solution des grands problèmes de l’Astronomie. Déjà, dans 
de précédents Mémoires, j’ai déduit des résultats numériques de la 
méthode par laquelle j’étais parvenu à déterminer, dans la théorie 
des mouvements planétaires, les perturbations d’un ordre élevé, et 
j’ai fait voir que l’on pouvait retrouver ainsi la grande inégalité dé- 
couverte par M. Le Verrier dans le mouvement de Pallas. J’avais pro- 
mis de montrer aussi, sur un exemple, les avantages que présentent 
mes formules pour la détermination des orbites des planètes et des 
comètes. En cédant aujourd’hui au vœu de plusieurs savants qui récla- 
ment l’accomplissement de cette promesse, je suis heureux de penser 
que je fournirai ainsi aux astronomes, et, en particulier, à mes hono- 
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râbles confrères du Bureau des Longitudes, un moyen facile de fixer 
avec une grande précision les éléments des orbites des petites planètes 
récemment découvertes par divers observateurs. Entrons maintenant 
dans quelques détails. 

Pour déterminer aussi exactement qu’on le peut lés éléments de 
l’orbite d’une planète à une époque donnée, en les déduisant d’obser- 
vations astronomiques, il convient de résoudre successivement deux 
problèmes bien distincts l’un de l’autre. Le premier consiste à déve- 
lopper les quantités variables, spécialement la longitude et la latitude 
de la planète, suivant les puissances du temps mesuré à partir de 
l’ipoque donnée. Le second problème consiste à substituer les coeffî- 
cients des premiers termes des développements dont il s’agit, dans 
des formules simples desquelles on puisse aisément déduire des dis- 
tances de la planète au Soleil et à la Terre, et, par suite, les divers 
éléments de l’orbite cherchée. Le premier problème peut être aisé- 
ment résolu à l’aide de la méthode d’interpolation que j’ai proposée 
dans un Mémoire publié en i833, et réimprimé dans le Journal de 
M. Liouville ('). Comme je l’ai remarqué, cette méthode offre de nom- 
breux avantages qui permettent d’arriver promptement et sûrement 
aux développements cherchés. En effet, elle substitue à la recherchi* 
des divers termes du développement de l’une quelconque des quan- 
tités variables la recherche d’une certaine espèce de différences finies 
de divers ordres, représentées par des fonctions linéaires des valeurs 
observées de la variable, ou des différences déjà calculées. Or ces 
fonctions linéaires sont faciles à former, attendu que dans chacune 
d’elles chaque coefficient se réduit, au signe près, à l’unité; et d’ail- 
leurs elles sont précisément celles qui offrent les moindres chances 
d’erreurs possibles. Ce n’est pas tout : la méthode dont il s’agit peut 
faire concourir à la solution du problème un nombre quelconque d’ob- 
servations dont les résultats sont combinés entre eux par voie d’addi- 
tion et de soustraction seulement; et le calcul, loin de se compliquer. 


(*) OEiivres de Cauc/ty, S. il, T. II. 
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tandis que l’on avance, devient d’autant plus simple, qu’il est appli- 
qué à la recherche de différences finies d’un ordre plus élevé. Ajou- 
tons que la méthode, fournissant elle-méme la preuve de la justesse 
des opérations effectuées, ne permet pas au calculateur de commettre 
la faute la plus légère, sans qu’il s’en aperçoive presque immédiate- 
ment, et que le calcul s’arrête de lui-même à l’instant où l’on atteint le 
tl(*gré d’exactitude auquel on pouvait espérer do parvenir. Remar- 
quons enfin que les divers termes des développements cherchés peu- 
vent être aisément déduits des différences finies dont nous venons de 
parler, et de la détermination de certains nombres dont les valeurs 
dépendent uniquement des époques auxquelles les’observations ont 
été faites. Si le calculateur connaît ces époques sans connaître les 
observations elles-mêmes, il peut immédiatement calculer les nombres 
dont il s’agit, et achever ainsi, chose singulière, la partie la plus labo- 
rieuse de tout son calcul. 

Les premiers termes des développements des variables étant calcu- 
lés, comme on vient de le dire, et déduits d’observations dont je sup- 
poserai le nombre égal ou supérieur à quatre, on connaîtra les dérivées 
des trois premiers ordres de chaque quantité variable, différentiée par 
rapport au temps, ou plutôt leurs valeurs correspondantes à l’époque 
donnée; et il ne restera plus qu’à substituer ces valeurs dans des for- 
mules simples desquelles on puisse aisément tirer les éléments de 
l’orbite avec les distances qui séparent le Soleil et la Terre de l’astre 
observé. Remarquons d’ailleurs que ce dernier problème ne serait pas 
complètement déterminé, si le nombre des observations n’était pas au 
moins égal à quatre, deux orbites distinctes l’une de l’autre pouvant 
satisfaire à trois observations données. L’hypothèse admise est donc 
celle qu’il convenait d’adopter. Or. dans cette hypothèse, si l’on prend 
pour inconnues les distances de l’astre observé à la Terre et au Soleil, 
on déterminera facilement les valeurs de ces deux inconnues à l’aide 
des opérations très simples que je vais indiquer. 

i” Une équation linéaire déterminera immédiatement le cube de la 
distance r de l’astre au Soleil, et, par suite, cette distance elle-méme. 
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Mais, comme cette première équation renferme des dérivées du troi- 
sième ordre, dont les valeurs se déterminent avec moins de précision 
que celles des dérivées du premier et du second ordre, la distance 
calculée pourra n’étre pas rigoureusement exacte, et il conviendra de 
lui faire subir une correction dont nous parlerons tout à l’heure. 

2 ° Lorsqu'on aura déterminé approximativement, comme on vient 
de le dire, la distance r de l’astre au Soleil, une seconde équation 
linéaire, qui renferme des dérivées du premier et du second ordre, 
fournira une valeur approchée de la distance r' de l’astroià la Terre. 
Ajoutons que cette dernière distance sera déterminée avec une plus 
grande précision, si on la déduit de ta résolution du triangle recti- 
ligne qui a pour sommets les centres de la Terre, du Soleil et de l’astre 
observé, c’est-à-dire, en d’autres termes, si on la déduit de la résolu- 
tion d’une équation du second degré qui renferme seulement, avec les 
distances cherchées, deux constantes relatives à la position de la Terre 
et deux angles fournis par l’observation. 

3® Lorsqu’on aura déterminé approximativement, ainsi qu’on vient 
de l’expliquer, les valeurs des deux inconnues r, r', alors, pour ob- 
tenir des valeurs plus exactes, il suflira d’appliquer la méthode d’ap- 
proximation linéaire ou newtonienne à la résolution simultanée des 
deux équations desquelles se déduit la distance r' de la Terre à l’astre 
observé. En effet, il importe de le remarquer, la méthode d’approxi- 
mation newtonienne s’applique, avec la plus grande facilité, à l’éva- 
luation rigoureuse, non seulement d’une seule inconnue déterminée 
par une seule équation, mais encore de deux, trois, . . . inconnues, 
déterminées par deux, trois, . . . équations, lorsque déjà l’on possède 
des valeurs approchées de ces inconnues. D’ailleurs, les deux équa- 
tions auxquelles on appliquera la méthode dont il s’agit ne renfer- 
ment aucune dérivée du troisième ordre, mais seulement des dérivées 
du premier et du second ordre, qui, par aucun moyen, ne sauraient 
être bannies entièrement du calcul. Donc, en définitive, si l’on applique 
la méthode newtonienne à ces mêmes équations, après avoir déter- 
miné les valeurs approchées de r et r' à l’aide de l’équation du second 

OF.uvrc) deC.— S.l,X.\. 4 ® 
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degré, jointe à l’équation linéaire qui renferme des dérivées du troi- 
sième ordre, on obtiendra, sans aucun tâtonnement et par un calcul 
très rapide, les distances de l’astre observé au Soleil et à la Terre, avec 
une exactitude égale ou même supérieure à celle que produisent les 
laborieux calculs dans lesquels on fait usage do trois observations 
seulement. 

Pour vérifier ces conclusions sur un exemple qui pût les rendre 
évidentes à tous les yeux, j’ai appliqué la méthode que je viens d’ex- 
poser au caUul des distances qui séparaient Mercure du Soleil et de la 
Terre, le'iG août 1842, à l’instant de son passage au méridien, en dé- 
duisant les distances des seules observations faites les 14, iS, iG, 
17 et 18 août, à l’Observatoire de Paris. Les valeurs que j’ai obte- 
nues, en prenant pour unité la distance de la Terre au Soleil, sont, à 
très peu près, comme on le verra dans ce Mémoire, 0,82 et i,3o. Ces 
valeurs, qui se trouveront très légèrement modifiées si, comme il est 
aisé de le faire, on a égard à Taberration et à la parallaxe, coïncident 
effectivement, lorsqu’on néglige le chilfre des millièmes, avec celles 
que fournissent les Tables astronomiques. 

Je ferai, en terminant, une dernière remarque. 

Lorsqu'on appliquera la nouvelle méthode à des astres pour les- 
quels les perturbations du mouvement elliptique ou parabolique ne 
deviendront sensibles qu’au bout d’un temps considérable, il sera très 
avantageux de faire concourir à la détermination des éléments de l’or- 
bite un grand nombre d’observations, quand même les époques de 
ees observations seraient assez éloignées les unes des autres. On ob- 
tiendra ainsi des valeurs beaucoup plus exactes des éléments des or- 
bites, sans augmenter beaucoup le travail du calculateur; car il n’y 
aura de changés que les nombres fournis parles formules d’interpola- 
tion; et comme on l’a vu, les fonctions linéaires dont ces formules 
supposent la formation se composent simplement des diverses valeurs 
des quantités variables, ou de leurs différences des divers ordres, 
combinées entre elles par voie d’addition ou de soustraction. 



EXTRAIT N« 380. 


379 


§ I. — Méthode d* interpolation. 

Soit / le temps compté h partir crune époque fixe. Une fonction u 
de t, supposée continue dans le voisinage de cette époque, sera déve- 
loppable, du moins entre certaines limites, suivant les puissances 
ascendantes de /; et, si Ton pose 

( r ) U a ht c d ^ -h . . . , 

les coefficients a, h, c, d, ... représenteront les diverses valeurs de la 
fonction et de ses dérivées des divers ordres, à l’époque dont il s’agit. 
Si, d’ailleurs, des observations faites avec soin fournissent diverses 
valeurs particulières de u correspondantes à des valeurs positives, 
nulle, ou négatives de /, on pourra aisément déduire de la méthode» 
d’interpolation, que j’ai donnée en i833 (*), les valeurs des coeffi- 
cients a, h,c Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Supposons, pour plus de commodité, que l’époque à partir do la- 
quelle se mesure le temps soit celle de l’une des observations. La va- 
leur a de u sera fournie par cette observation mémo; et, si l’on pos(^ 
ç Il — a, on aura 

/* 

( 2 ) .zz b t-\-C ^d H- 

2 2.0 

Supposons d’ailleurs que, f(e) étant une fonction de / qui s’évanouisst^ 
avec /, on désigne par S/ la somme des valeurs numériques de t rela- 
tives aux observations diverses; puis par Sf(/) la somme des valeurs 
correspondantes de f(/), chacune de ces dernières valeurs étant prise 
avec le signe 4-, ou avec le signe — , suivant qu’elle correspond à une 
valeur positive ou négative de /; et représentons par Af(/) une espèce 
de difïerence finie de f(/), déterminée par le système des deux for- 
mules 



(4) Af(/)i::.f(/)-aSf(/). 

(*) QEuvrex de Cauchy, S. Il, T. 11. 
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Si, dans la seconde de ces. formules, on remplace successivement f(/) 

f» 

par — et par v, on en tirera 



(6) Ap=«> — «Sp. 


Supposons encore que l’on désigne par S'A^ la somme des valeurs 
numériques de relatives aux diverses observations; puis par 
S'Af(t) la somme des valeurs correspondantes de Af(/), chacune de 
ces dernières valeurs étant prise avec le signe -t-, ou avec le signe — , 
suivant qu’elle correspond à une valeur positive ou négative de A^; 
et représentons par A“f(t) une espèce de diflTérencc finie du second 
ordre, déterminée par le système des deux formules 


( 7 ) 

( 8 ) 



A*f(0 = Af(<) — êS'Af(0. 


Enfin, concevons que, en continuant de la sorte, on détermine suc- 
cessivement tes valeurs des variables a, S, y à l’aide des for- 

mules 


( 9 ) 




A» 


Jl 

3.3 


S"A* At 

2,3 


chacun des signes S, S', S", ... indiquant la somme des valeurs nu- 
mériques de la quantité variable qu’il précède, et les différences 
finies 



2 



étant déterminées elles-méme^.par les équations 
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11 est facile de voir que les quantités A*(», A’v, .... déterminées par 
le système des formules 

(11) A«>=t> — aS(», A’t> = A«> — SS'Af, — — yS*’A’«', .... 

représenteront des espèces de différences finies de divers ordres de la 
fonction v, qui s’évanouiront toutes, si « = (> + a se réduit h une 
fonction linéaire de /; toutes, à l’exception de la première, si « se 
réduit à une fonction de t entière et du second degré; toutes, à l’ex- 
ception des deux premières, si u se réduit à une fonction de t entière 
et du troisième degré, etc. 

Ce principe étant admis, supposons les diverses observations faites 
à des époques assez voisines les unes des autres pour que, le temps 
étant compté à partir de l’une d’entre elles, quelques termes du déve- 
loppement de U, par exemple les quatre ou cinq premiers termes, res- 
tent seuls sensibles. Alors le calcul numérique des valeurs de Ae, A^v», 
A’e, ..., correspondantes aux diverses observations, ne tardera pas s» 
fournir des quantités qui seront sensiblement nulles, et qui pourront 
être négligées, eu égard au degré d’approximation que Ion peut 
espérer d’atteindre, par exemple des quantités qui seront comparables 
aux erreurs d’observation. Or il est clair qu’on devra dès lors s’arrêter, 
sans chercher à pousser plus loin le calcul des différences finies 

Ai», A’e, A’e 

Il est clair aussi qu’en réduisant à zéro la première de ces différences, 
qui sera de l’ordre des quantités que l’on néglige, on réduira le sys- 
tème des formules (i i) à un petit nombre d’équations qui, jointes aux 
formules ( 9 ) et à l’équation 

( 12 ) u=a-^v, 

fourniront immédiatement la valeur de u développée en une série or- 
donnée suivant les puissances ascendantes de l. 

Il importe d’observer que, si le calculateur connaît les époques des 
observations sans connaître les observations elles-mêmes, il pourra 
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immédiatement déduire des formules (9) et (10) les valeurs des va- 
riables a, 6, y, correspondantes aux observations diverses, et, par 
suite, les valeurs générales de ces variables exprimées en fonctions 
entières de l. Observons encore que Tcxactitude de ces premières ob- 
servations pourra être aisément constatée, attendu que, en vertu des 
formules (4) et (8), les valeurs de A/, A*/“, A®/*, . . correspondantes 
à eliaquc observation, devront être rigoureusement nulles. Observons 
enfin que, dans les formules (9), (10), on peut, sans inconvénient, 
supprimer les diviseurs numériques, et remplacer en conséquence ces 
formules par les équations 

(13) 

(14) A*/®r= A^*--6S A/% 

On pourra meme, sans altérer les valeurs de a, 6, y» •••» remplacer 
les diverses valeurs de t par des quantités qui leur soient sensiblement 
proportionnelles. Cette remarque permet de calculer très facilement 
les valeurs de a, y, ..., qui répondraient à des observations équi- 
distantes. 

Si, pour fixer les idées, on veut déduire le développement de u de 
cinq observations équidistantes, le temps étant compté a partir de 
l’époque de l’observation moyenne, on pourra remplacer les cinq va- 
leurs de t par les cinq termes de la progression arithmétique — 2, 
— 1,0, 1 , 2. Alors les valeurs des quantités variables ^ et de 

leurs différences finies s’évanouiront pour l’observation moyenne, 
tandis que cos mêmes valeurs, et celles de a, 6, y, 0, seront fournies, 
pour les quatre autres observations, par le Tableau suivant : 



EXTRAIT N» 380, 


383 


Valeurs do. . . 

Valeurs do a. 

t 

— 9 .] — i; i; 9 

4 ; i; i; 4 

1 

00 

1 •i 

CO 

16; i; i; iC) 

S/ ~ 6 

S/*=:= o 

S/ 3 = |8 

= 0 

_l. _î.. i. .1 
a > 0 T 6 ) a 




Valeurs de. . . 

aS/ 

aS/* 

aS<» 

aS<‘ 


— -î; i;2 

o; o; o; o 

-6; -8; 3 ; C 

0; 0; 0; 0 

Valeurs do. . . 



Ar* 

Af* 


o; o; o; o 

4 ; r, «; 4 

— 2; 2; —2; 2 

16; i; i; 16 



lo 

S' A^* = 0 

34 

Valeurs do 6. 


0,4; o,i; o,i; o,4 



Valeurs fie. * - 



SS'At» 

êS'A/^ 



4 ; >; •; 4 

0; 0; 0; 0 

i 3 ,G; 3 , 4 ; 3 , 4 ; i 3 ,f. 

Valeurs de. . . 


A2/2 

A */3 




o; o; o; o 

-—2; 2; -r2; 2 

'^34 5 ”"^*143 A , 1 I 2,4 

Valeurs de. . . 



S'àV’= 8 

S^AÎ/V^- 0 

Valeurs de y- 



— i- i- . A 

45 45 454 


Valeurs de. . . 



YS'A‘<> 

Yft"A«/V 


• 


2 ; 2 ; 2 ; 2 

i 

o; o; o; o 

Valeurs do.. . 



A*/» 

ÜU’* 




0; 0; 0; 0 

9 -f \ , 2..1 , 2,4 J '•*»4 

Valeurs de. . . 




S"'A 3 /v= 9 ,G 

Valeurs de 8. 



— 

U-U-IA 

f UAV/VSA Q \A\J Vo 

i 

1 
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Après avoir ainsi déterminé les valeurs particulières de a, ê, y, 
relatives à chaque observation, il suffira, pour obtenir les valeurs 
générales des mêmes variables exprimées en fonction de /, de recourir 
aux formules (x3) et (i4), desquelles on tirera 


<*(, par suite, 





Ces dernières équations, jointes aux formules (ii) et ( 12 ), seront 
celles qui serviront à déduire, de cinq observations équidistantes, les 
valeui î de 

D/w, D|w, 


correspondantes à l’époque de l’observation moyenne, lorsque les dif- 
férences finies de w, du cinquième ordre, seront de l’ordre des quan- 
tités que l’on néglige, et comparables, par exemple, aux erreurs d’ob- 
servation. 

Remarquons, en terminant ce paragraphe, que, si les époques des 
observations ne sont pas rigoureusement, mais sensiblement équidis- 
tantes, les valeurs de a, S, y, calculées comme on vient de le 

dire, devront seulement subir de très légères corrections, qu’il sera 
facile de déterminer. 


§ II, — Formules pour la détermination des orbites des planètes 
et des comètes* 

Prenons pour origine des coordonnées le centre du Soleil, pour 
plan des x, y le plan de l’écliptique, pour demi-axes des x et y posi- 
tifs les droites menées de l’origine aux premiers points du Bélier et 
du Cancer, et pour demi-axe des z positifs la perpendiculaire élevée 
sur le plan de l’écliptique, du côté du pôle boréal. Soient d’ailleurs 

X, y, Z les coordonnées de l’astre observé ; 
r |a distance de cet astre au Soleil ; 
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t. la distance du même astre à la Terre ; 

P la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique; 

9 , 0 la longitude et la latitude géocentriques de l’astre; 

X, y les coordonnées de la Terre; 

R la distance do la Terre au Soleil ; 
w la longitude de la Terre. 

Enfin, prenons pour unité de distance le demi grand axe de l’orbite 
terrestre, et nommons K la force attractive du Soleil à l’unité de dis- 
tance. On aura, en supposant les observations renfermées dans un 
intervalle de temps assez petit pour que les perturbations restent in- 
sensibles, 

(i) a- — X.-1-VCOS9COSÔ, y =:y-i-tsinipcos 0 , sr^tsinô, f. zteosô, 


(a) 

x = Rcostît, y=::RsinGT, 

Z O 

et 



(3) 

lA* K . CA, K 

D/s-V 

(4) 

D? X 4- X T= 0 , üjy-t-^y — o, 


et, en posant 

0 ~ /tangô, 


on 

tirera des formules précédentes 


(5) 

D,p = Ap, D’p — p = Bp, 

K K 

/•» R» 


les valeurs de A, B, G étant déterminées par les équations 
i Cx + [B — (D<q()*]cos(p — (D*<p aAD,^) sinip = ü, 

(e) i 

( Cy - 1 - [B — (D,<p)*] sin<p H- (DJcp-i- aAD, 9 )cos<jp = i>, 

( 7 ) B-+-aAD,e-+-D;9-f-(D,0)‘ = o. 

D’ailleurs, la première des formules (5) donnera 

( 8 ) D|p = (A»4-D,A)p; 

et de celle-ci, jointe aux deux dernières des formules (5) et à l’équa- 

OSurrn de C. — S. I, t. X. 49 
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(ion P = » cosO, on tirera 

(9) ^=B-A*-I),A, 

K. / I I \ 

‘=c^ 5 rnr>"R»j' 

Ajoutons que, si, pour abréger, l’on pose = — ts, u = cot<j/, on 

aura, en vertu des formules (6) et (7), 


-fi. 

av 


D,A: 


AD,v-t-{D,|a 


(>') 


B = (D,9)* — uD|ç — 2 AuI),9 
= -D ?0 — (D, 0 )*- 2 AD, 0 . 

(I)t9)-— B _ D? 9 + a A 1 )( O 


CR 


cosij/ siiiij' 

les valeurs do (a, v, D^fx, D^v étant 

( fx = D‘0-4-(D,0)‘-h(D,9)*-vD?9, 

I V = D ,0 — J D/9, 

j D,f» = 1 )J 0 -H aD ,0 D ’0 4 - aD/9 D*9 — v D?9 -- I), v D? 9, 


(12) 

(13) 


D,v = DJ 0 — uD’9 — D,uD/9. 


Quant à la valeur de D,u, elle sera évidemment 


(i4) 


D/^* D<® — D(9 


Observons enfin que, en vertu des formules (i) et (2), on aura 
(i3) /••= R*4- aRvco85cos<|/ -t- 1’ 

ou, ce qui revient au mémo, 

(16) /•*=R*+2A’f+-t‘, 
la valeur de k étant 

(17) A:_= R cos0cos(j.. 

On pourrait d’ailleurs déduire directement la formule (16) de cette 
seule considération, que les trois longueurs r, t, R sont les trois cotés 
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(lu triangle dont les sommets coïncident avec les centres de l’astre ob- 
servé de la Terre et du Soleil, et que, dans ce même triangle, le C()té R 
projeté sur la base t donne pour projection la longueur représentée 
par k. 

On peut aisément, des formules qui précèdent, déduire sans aucun 
tâtonnement, et avec une très grande exactitude, les distances d’un 
astre observé à la Terre et au Soleil, et, par suite, les éléments de son 
orbite. Pour y parvenir, on tirera d’abord de l’équation (9) la dis- 
tance r de l’astre au Soleil. On calculera ensuite la distance ^ de l’astre 
à la Terre, en déterminant une première valeur approchée de t, à 
l’aide de l’équation (10), puis une seconde qui sera généralement plus 
exacte, h l’aide de l’équation (16), dans laquelle les constantes R et k 
sont immédiatement fournies par le mouvement de la Terre, et par les 
données de l’observation. 

Après avoir obtenu, comme on vient de le dire, les valeurs appro- 
chées des distances t et r, on corrigera ces valeurs en ayant de nouveau 
recours ; 1° à l’équation (10), que l’on présentera sous la forme 

^ I I Ccos^/ 

('8) /~8“R»'^ ïr"^’ 

et de laquelle on tirera une nouvelle valeur de r; 2° à l’équation (16), 
de laquelle on tirera une nouvelle valeur de t. On pourra d’ailleurs 
obtenir immédiatement, et pour l’ordinaire, à l’aide d’une seule opé- 
ration, des valeurs très approchées de r et de i, en partant des pre- 
mières valeurs calculées, et en appliquant la méthode de correction 
linéaire ou newtonienne au système des deux équations (16) et (18). 
Si l’on nomme Br, Bt les corrections que devront subir les valeurs 
d’abord trouvées de r et de x, on aura, en vertu des formules (16) 
et (18), 

( 19 ) rSr — — = b, 


les valeurs de u, b étant données par les formules 

. . . . • ' CcosO 

2(1 “ R--+- aAt 1 r , b — ( 



388 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE, 

(ît par conséquent les valeurs de St et Sr seront 


b;- 


( 20 ) 


ât 


CreosO 3., . 


âr~ 


a — (/r 4- 1 ,) dt 


§ III. — Application dès formules précédentes à la détermination 
des distances de Mercure à la Terre et au Soleil, 

Cinq observations, faites à l’Observatoire de Paris, les i 4 » i 5 , i6, 
17 et 18 août 1842, ont fourni diverses valeurs de la longitude et de 
la latitude géocentriques de Mercure. Les heures de ces observations, 
comptées à partir de minuit, étaient 

ii*‘3i“' 32% Ii'‘35‘''46% ii‘‘39'"58% 

Les longitudes géocentriques, ou les valeurs de ç fournies par l(‘s 
cinq observations, étaient 

i3j‘* 25'43",2, i33®25'42",f , i35®26'22",9, f37'»27'37",9, i39°29'8". 

I.es latitudes géocentriques, ou les valeurs de 0 fournies par les cin(| 
observations, étaient 

i‘’2i'24", i'*27'27", i‘* 32'33",5, l”36'49'^9> p4o'i3",8. 

Les longitudes liéliocentriques de la Terre, ou les valeurs de cj corres- 
pondantes aux heures des cinq observations, étaient 

- 38o47'53",i, -37°5o'i", 8, — 36«52'9",8, - 35«54' i6",6, - 34^*56' 22% 2. 

Entin, les logarithmes de la distance de la Terre au Soleil, ou les va- 
leurs de IR correspondantes aux mêmes époques, étaient 

o,oo54i3i, 0 , 0053283, 0 , 0052424 , o,oo5i553,’ o,oo5o668. 

Or, (Ml partant de ces données, en prenant d’ailleurs pour origine du 
temps l’époque de l’observation moyenne, et en posant, comme dans 
le § II, 0 = 1 tangô, on tire de la méthode exposée dans le § I, les va- 
leurs suivantes de ç, 0, développées en séries ordonnées selon les 
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puissances ascendantes de t, 

GJ 

9 

0 

^2 

Les coefficients de i, — > dans ces trois formules, sont précisé* 

ment les dérivées des divers ordres des variables bt, ip, 0 . Ainsi, par 
exemple, la première formule donne = 57'42",7, D’n = r',i, 
r)*w = o",2. Cela posé, il résulte de la formule (9) du § II que, le 
iG août 1842, la distance de Mercure au Soleil était approximative- 
ment o, 3 o. A la même époque, la distance % de Mercure à la Terre était 
approximativement, en vertu de la formule (to) du § 11, t,G7, et, plus 
('xaetement, en vertu de la formule (16) du même paragraphe, 1,27. 
Or, en corrigeant les valeurs approchées r= o, 3 o, t 1,27, à l’aide 
des formules (18) et (iG) du § If, et en appliquant à ces formules la 
méthode de correction linéaire ou newtonienne, on trouve, dans une 
première approximation, r = 0,8196, t. = i, 291 1. Ces valeurs de r, x., 
qui se trouvent légèrement modifiées lorsqu’on tient compte de 
l’aberration et de la parallaxe, sont, en effet, très peu différentes des 
véritables valeurs de r et de t, à l’époque dont il s’agit. 


= - 36<>52'9',8 -t- 57'42",7 < + i',i ~ + o", 2 |, 

::::: 1 35» 26' 22', 9 -t- 2» ©'39" 4 + 35', 3 - - ,3',4-^ - I l'.g 4* 

2 O 2 L\ 

^3 

— - - 3,614492 + 0,o5o 475^ — 0,01 1877 0,0021 17 ^ — 0,002278 -y 

2 U 2iL 


381 . 

Astronomie. - Second Mémoire sur la déterminalion des orbites 
des planètes et des comètes. 

C. R., T. XXV, p. 475 (4 octobre 1847 ). 

La nouvelle méthode que j’ai présentée pour la détermination des 
orbites des planètes et des comètes offre deux parties bien distinctes. 
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Je commence par développer, à l’aide de mes nouvelles formules d’in- 
terpolation, les quantités variables, spécialement la longitude et la 
latitude géocentriques de l’astre observé, suivant les puissances ascen- 
dantes du temps; puis je substitue lescoeUîcients des premiers termes 
des dévetoj)pcrncnts obtenus dans des équations qui déterminent les 
distances de l’astre au Soleil et à la Terre, la distance au Soleil étant 
d’abord fournie par la résolution d’une équation du premier degré. Le 
second de ces deux problèmes se résout promptement sans aucune 
tlilTiculté, et fournirait les valeurs rigoureuses des distances cher- 
chées, si les valeurs des coeflicients trouvés étaient exactes elles- 
mêmes. C’est donc à rendre la détermination de ces coclficicnts aussi 
facile et aussi exacte qu’il est possible, que l’on doit surtout s’atta- 
cher. 

D’un autre côté, les facilités que les nouvelles formules d’interpola- 
tion présentent pour la détermination dont il s’agit se trouvent consi- 
dérablement augmentées quand on emploie cinq observations équi- 
distantes, ou même plus généralement cinq observations, dont quatre, 
prises deux à deux, sont symétriquement placées de part et d’autre de 
l’observation moyenne. Alors, en elTct, la partie la plus considérable 
du travail, savoir la formation de certains nombres qui dépendent 
uniquement des époques auxquelles les observations ont été faites, 
est complètement supprimée, ces nombres pouvant être immédiate- 
ment fournis par un Tableau semblable à celui de la page 383, comme 
on le verra ci-après. 

On simpliticrait donc notablement la solution du problème, si l’on 
pouvait ramener le cas général au cas particulier dont nous venons de 
parler. Or un moyen très simple d’y parvenir, et d’augmenter en même 
temps la précision du calcul, consiste à déduire d’abord des observa- 
tions données les valeurs particulières des variables correspondantes 
il des époques équidistantes, ou, du moins, à des époques symétrique- 
ment placées de part et d’autre d’une époque moyenne. La formule 
d'interpolation de Lagrange, dont on ne tirerait qu’avec beaucoup de 
peine les valeurs générales des variables, développées en séries ordon- 
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nées suivant les puissances asceUdantes du temps, est, au contraire, 
éminemment propre à fournir par logarithmes les valeurs particulières 
dont il est question. D’ailleurs, une valeur particulière correspon- 
dante à une époque donnée pourra se déduire, de diverses manières, 
d’observations faites à des époques voisines et combinées entre elles 

deux à deux, ou trois à trois Si les. diverses combinaisons ne 

fournissent pas exactement la meme valeur, on pourra prendre une 
moyenne entre les divers résultats trouves, et l’on obtiendra ainsi une 
valeur particulière qui sera généralement beaucoup plus exacte que 
les valeurs immédiatement données par les observations elles-mêmes. 

Formules relatives au système de cinq observations, dont quatre, prises deux 
à deux, sont symétriquement placées de part et d’autre d’une observation 
moyenne. 

Prenons pour unité l’intervalle de temps qui séparera l’observation 
moyenne des deux observations les plus voisines. Soit d’ailleurs n l’in- 
tervalle de temps qui séparera l’observation moyenne des observations 
extrêmes. En construisant un Tableau semblable à celui de la page 383, 
on obtiendra, pour les nombres désignés par a, €, y, S, les valeurs 
suivantes : 

. n I I II 

2 /i -f- 2 2 n ’À 2 n 2 2n 2 

^ /i* I I n- 

» O r > ;;; » » -) 

2 /l* -h 3 2 /l- 2 2 /^* -h 2 2 /i* 2 

I III 

” y ~V V ~v V 

. I III 

» 0 7> — 7> 7* 

4 4 4 4 

Ajoutons que les valeurs générales de a, S, y, S, exprimées en fonction 
de l, seront 

t ^ t^— (n^ -- n -h i)t 

a = * , 6 = — , y = 7 9 

2(n-ti) 2 (/^*^-I) ' lin(n — i) 

■X _ i)/* 
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Si l’on pose en particulier n = 2 ., on retrouvera le Tableau et les for- 
mules dont j’ai fait usage dans la détermination des distances de Mer- 
cure au Soleil et à la Terre, savoir, le Tableau et les formules des 
pages 383 et 384. 

Si l’on posait, au contraire, n = 3, les valeurs particulières de a, 6 , 
y, S seraient les suivantes i 

Valeurs de « “g’ “‘g’ g’ g’ 

. fi 9 ' ' 9 

*> O — ) > > > 


3 

I 

1 

3 

8’ 

“8’ 

8’ 

8’ 

9 _ 

I 

.L 

9 . 

20’ 

20’ 

20’ 

20 

I 

I 

I 

1 

“ 4 ’ 

r 

~ 4 ’ 

r 


4’ ' 4’ 4’ 




tandis que les valeurs générales de a, 6 , y, S seraient* 


'■ fi 

« = -, 6 = — , 
8 20 


7« 


iot> — 8i 
^^88 


Enfin, si l’on avait n = 4» les valeurs particulières de a, 6 , y, S 
seraient les suivantes : 


Valeurs de a ... . 

—0,4, 

— 0,1, 

0,1, 

0 , 4 » 

a 6 . . . . 

8 

I 

I 

8 

. — ) 

*7 

34’ 

34’ 

— > 
ï 7 


1 

I 

I 

I 

» y. ... 

• “4’ 

4 ’ 

“ 4 ’ 

4’ 

» ^ 

1 

4 ’ 

I 

“ 4 ’ 

1 

"4’ 

I 

4’ 


tandis que les valeurs générales de a, ê, y, 8 seront 

t fi e*—i 3 e . i7<* — 257 «* 

lo 84 ' 48 960 

Les valeurs particulières et générales de a, S, y, S étant ainsi con- 
nues, on obtiendra sans peine les développements cherchés des va- 
riables en sérieâ ordonnées suivant les puissances ascendantes du 
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temps. Ainsi, en particulier, pour obtenir la longitude géocentrique 9 
de l’astre observé, développée en une semblable série, il suffira de 
joindre à la valeur de 9, donnée par l’observation moyenne, la valeur 
de A9 déterminée par la formule 

A9 = aS A9 -H 6S' A*9 “H A* 9, 

dans laquelle on substituera les valeurs générales de a, ê, y, 0. D’ail- 
leurs les valeurs numériques des sommes 

SA9, S' A* 9, S" A® 9, S'" A* 9 

seront fournies avec celles des différences 

Ao, A® 9, A* 9, A'* 9 

par un nouveau Tableau analogue à celui de la page 383; et pour con- 
stater l’exactitude des nombres renfermés dans ce nouveau Tableau, 
il suffira de s’assurer qu’ils satisfont, comme ils doivent le faire, aux 
conditions 

S A^ 9:^:0, S'A’9rr;o, S"A*9r,"0. 

En opérant comme on vient de le dire, on pourra, dans les dévelop- 
pements des variables, conserveries termes proportionnels aux quatre 
premières puissances du temps. Les calculs deviendraient plus sim- 
ples, si l’on négligeait les termes proportionnels à la troisième et à la 
quatrième puissance, ce qui permettrait de se borner à faire usage de 
trois observations seulement. Alors, en effet, y et 0 disparaitraient. 
Mais alors aussi on obtiendrait, pour l’ordinaire, une précision beau- 
coup moins grande dans les résultats du calcul. 

Observons encore que les termes fournis par la formule d’interpo- 
lation de Lagrange, appliqués a la détermination de valeurs particu- 
lières des variables, seront tous très petits, et, par conséquent, très 
faciles à calculer, si l’on s’arrange de manière que ces valeurs parti- 
culières correspondent à des époques peu éloignées de quelques-unes 
des observations données. 


QEuvrex de C, — SA, 


5o 
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AsTitoNOMiK. — Noie sur Vapplication des formules établies dans les 
précédentes séances, à la détermination des orbites des petites 
planètes, 

C. R., T. XXV, p. 53(i (i8 octobre 1847). 

Les formules que j’ai données dans le Mémoire du 20 septembre, 
pour la détermination des orbites des corps célestes, ont été appli- 
quées, dans ce Mémoire, au calcul des distances de Mercure à la Terre 
et au Soleil. Il importait de montrer, par un nouvel exemple, les avan- 
tages que présentent les mêmes formules, surtout la nouvelle méthode 
d’interpolation, quand on les applique à des-astres plus éloignés du 
Soleil, et spécialement aux petites planètes. Dans ce dessein, j’ai 
cherché les distances qui séparaient, à l’époque du 12 juillet, le 
Soleil et la Terre de la nouvelle planète de M. Hcncke, en partant 
do sept positions de cette planète, transmises par M. Yvon Villar- 
ceau à M. Paye, qui a eu l’obligeance de me les communiquer. En 
appliquant la méthode d’interpolation aux sept observations à la fois, 
j’ai obtenu des différences quatrièmes qui, sc succédant sans aucune 
loi, devaient probablement dépendre des erreurs d’observation, et 
que l’on faisait effectivement disparaître en supposant chacune de 
ces erreurs égale ou inférieure à 3 secondes sexagésimales. Il en 
résultait que, dans les développements de la longitude et de la lati- 
tude de l’astre observé en séries ordonnées suivant tes puissances 
ascendantes du temps, on pouvait négliger les termes proportionnels 
à ta quatrième puissance du temps. Cette circonstance, très favorable 
à la précision des calculs, n’aurait pas été aussi bien établie, si je 
m’étais borné à faire usage de cinq observations seulement; quoique 
alors, comme je m’en suis assuré, on pût obtenir, en limitant chaque 
développement à trois termes, des valeurs suflisammcnt exactes pour 
les deux premiers coelBcients. J’ai voulu savoir aussi ce qui arrive- 
rait si, en laissant de côté les deux observations extrêmes, on se bor- 



EXTRAIT N* 382 . 


395 


naît à déduire de trois des cinq autres les coefBcients du temps et 
de son carré, et il s’est trouvé que, dans ce cas, le coefficient du carré 
du temps pouvait varier du simple au double, dans le passage d’une 
époque à une époque voisine. Ces considérations peuvent faire mieux 
apprécier encore les avantages d’une méthode qui, non seulement 
permet de faire concourir sans beaucoup de peine un nombre assez 
copsidérable d’observations à la détermination des coefficients cher- 
chés, mais qui, de plus, sert à reconnaître dans les nombres fournis 
par les observations les erreurs probables de ces. observations mêmes. 

En opérant comme je viens de le dire, j’ai reconnu que, à l’époque 
du 12 juillet, la nouvelle planète de M. Hencke était séparée du Soleil 
et de la Terre par des distances que représentaient sensiblement les 
nombres 2,46 et i, 58 . Cette conclusion s’accorde d’ailleurs avec ce 
qu’a trouvé M. Yvon Villarceau (voir la séance du i 3 septembre). Je 
joins ici le résultat de mes calculs. 

Les sept observations que j’ai prises pour point de départ ont été 
faites à Berlin les 5 , 9, ii, 12, i 3 , i 5 et 21 juillet. Les époques de ces 
observations, comptées à partir du commencement de juillet; les lon- 
gitudes et latitudes correspondantes de la planète observée, ou les 
valeurs de ç et de 0; enfin les longitudes héliocentriques correspon- 
dantes de la Terre, ou les valeurs de ct, étaient celles qu’indique le 
Tableau suivant : 


Époques 


dos observations. 


e. 

ta. 

Juillet 5,39515 

256.’ 8.52,0 


283.’ ()', 6^1 

9,40045 

255.23.43,1 

18.11.34,0 

286.58. i5,9 

11 , 44948 .-.. 

255. 2.56,0 

17.55.36,2 

288.55.32,3 

12,47867. . . . 

254.53.17,9 

17.47.26,6 

289.54.27,1 

i 3 , 45512. . . . 

254.44.24,1 

17,39.25,2 

290.50.21,3 

) 44 ^* r • • * 

2.54.27.44,1 

17.23.12, I 

292.44. 3,0 

21,54714.... 

253 . 47 . 1,6 

16. 3 i. 8,4 

298.33.46,4 


De plus, le logarithme de la distance de la Terre au Soleil, à l’époque 
de l’observation moyenne indiquée par le nombre 12,47667, était 
0,0071186, En partant de ces données, et en conservant les notations 
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adoptées dans le Mémoire du 20 septembre, en prenant d’ailleurs pour 
origine du temps t l’époque de l’observation moyenne, et en désignant 
par 0 le logarithme népérien de tangô, j’ai déduit de ma nouvelle mé- 
thode d’interpolation les développements de 9, u, 0, ou plutôt de Ao, 
Arj, A 0 , et j’ai trouvé : 

A? = — 554 % 77 < H- 24 ", 764 - + o', 290 ^ , 

Agt == 3434", 75^ -h 0% 32892^ — o'^,oi 6 i 

A0 — o,oo8o37< — o,oooi6o32 — -1- o,ooooo 563 g-* 


Les valeurs de A* 9, A’ 0 , fournies par le calcul, pouvaient être attri- 
buées aux erreurs d’observation. Ainsi, en particulier, les valeurs de 
A' 9 étaient 

O», 3, i",7, -5% 9, o", -3", 9, -0",4, 0",3, 

et se réduisaient aux quantités 

2", 4, 3", 8, -3", 8, 2%!, -i",8, i",7, 2", 4, 

si l’on admettait une erreur de 2",i dans la valeur de 9 fournie par 
l’observation moyenne. Pareillement, les valeurs de A^O, fournies par 
le calcul, étaient 

r» ‘À" 2 mff a f. 


et se réduisaient aux quantités 

r,i, -o\5, o", 2 , 3",5, -4", 3\9, 3",., 

si l’on admettait une erreur de 3 ", 5 sur la valeur de 0 fournie par l’ob- 
servation moyenne. Cela posé, les formules (9), (10) de la page 38 ü, 
c’est-à-dire les équations 

(0 ^ ::::B-A»-D,A, 

*“ Cco80(7i ~ iü)’ 
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étant appliquées à la détermination des distances r et qui, à l’époque 
du 12 juillet, séparaient le Soleil et la Terre de l’astre observé, m’ont 
donné sensiblement, la première 


et la seconde 


K 

— ; O , 0000> 

/”* 


t -1,70. 


Kn substituant cette valeur approchée de t. dans la formule (lO) de la 
page 386 , c’est-à-dire dans l’équation 

(3) /-î^R’+aA-. + .«, 


j’en ai tiré approximativement 

#• =r 2 , 576, 

et alors la formule (2) m’a donné 


t — 1,598. 

Cette dernière valeur de t est déjà très approchée de la véritable. Son 
logarithme 

o,2o36 

“ n5m5 l*’ nombre obtenu par M. Yvon Villarceau (voir la 
séance du i 3 septembre). 

Je ferai ici une remarque importante. Lorsqu’on trouve à très peu 
près, comme dans l’exemple précédent, 

K 

73 = 0, 

K 

cela indique seulement que -p est très petit, ou de l’ordre des quan- 
tités comparables aux erreurs d’observation. Dans le même cas, ce 
n’est plus la valeur de mais la valeur de t qui se trouve déter- 
minée approximativement par une équation du premier degré, savoir, 
par l’équation (2), réduite à la forme 

K 


( 4 ) 


CR’cosÔ 
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Remarquons encore que si l’on pose, pouf abréger, 

(5) s = t + k, 

les équations (3) et (2) deviendront 

( 6 ) /•» = «»+/>, = 

les constantes g, h, étant déterminées par les formules 




K 

C cosô’ 



D’ailleurs, si l’on élimine s entre les formules (G), on en tirera l’équa- 
tion 

(-) 

Or, si l’on différentie le premier membre de cette dernière équation 
par rapport à r, on obtiendra, pour équation dérivée, la formule 



que l’on peut réduire à l’équation trinôme 

( 8 ) /’® — 3 ghr^ 4- O. 

Cette dernière admettant seulement deux racines positives, il est aisé 
d’en conclure que l’équation (7) offre seulement trois racines posi- 
tives. L’une de ces trois racines est r = R. Les deux autres ont pour 
limites les racines de l’équation trinôme, qui peuvent être aisément 
calculées à l’aide de méthodes connues. Par suite aussi, dans l’équa- 
tion (7), les deux racines positives et distinctes de R seront toujours 
faciles à déterminer. 

Au reste, si l’on se bornait à déterminer, comme on vient de le dire, 
les deux racines positives de l’équation (7), distinctes de R, on ne 
pourrait dire a priori laquelle de ces racines répond à l’astre observé. 
On ij’aura point cet inconvénient à craindre, en suivant la méthode 
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ci-dessus exposée, puisque, après avoir obtenu, à l’aide d’une équa- 
tion du premier degré, une première valeur approchée de r ou de t , 
on pourra en déduire immédiatement, à l’aide de la méthode linéaire 
appliquée à la résolution des deux équations (6), do nouvelles valeurs 
généralement très exactes des deux distances r et j = v -i- it, et, par 
conséquent, de nouvelles valeurs de r et de x. En opérant ainsi pour 
la planète de M. Hcncke, j’ai trouvé 

* = 3,876, 1 = 1,583. 

Je terminerai par une dernière remarque. En parcourant tout récem- 
ment, d’après l’indication de M. Walz, un ancien Volume des Annales 
de Mathématiques (années i8n et 1812), j’y ai rencontré un Mémoire 
de M. Gergonne, dans lequel il ramenait déjà la détermination de 
l’orbite d’un astre à une équation du premier degré. Seulement l’in- 
connue, dans cette équation, était, non plus la distance r ou t, mais 
l’une des coordonnées rectangulaires de l’astre observé. 


383. 

Analyse mathématique. — Méthode générale pour la résolution 
des systèmes d’équations simultanées. 

G. R., T. XXV, p. 536 (18 octobre 1847). 

Etant donné un système d’équatiôns simultanées qu’il s’agit de 
résoudre, on commence ordinairement par les réduire à une seule, 
à l’aide d’éliminations successives, sauf à résoudre définitivement, 
s’il se.peut, l’équation résultante. Mais il importe d’observer : 1" que, 
dans un grand nombre de cas, l’élimination ne peut s’effectuer en 
aucune manière; 2“ que l’équation résultante est généralement très 
compliquée, lors même que les équations données sont assez simples. 
Pour ces deux motifs, on conçoit qu’il serait très utile de connaître 
une méthode générale qui pût servir à résoudre directement un sys- 
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tème d’équations simultanées. 'Telle est celle que j’ai obtenue, et dont 
je vais dire ici quelques mots. Je me bornerai pour l’instant à indiquer 
les principes sur lesquels elle se fonde, me proposant de revenir avec 
plus de détails sur le même sujet, dans un prochain Mémoire. 

Soit d’abord 

a = f(a;,y,3) 

mie fonction de plusieurs variables x, y, z, .... qui ne devienne 
jamais négative et qui reste continue, du moins entre certaines 
limites. Pour trouver les valeurs de x, y, s, ... qui vérifieront 
l’équation 

(l) Mr=0, 

il sutfira de faire tkîcroître indéfiniment la fonction «, jusqu’à ce 
qu’elle s’évanouisse. Or soient 

X, y, Z, . . . 

des valeurs particulières attribuées aux variables x, y, z, ...; u la 
valeur correspondante de «; X, Y, Z, . . . les valeurs correspondantes 
de D^«, DjM, .... et a, 6, y, ... des accroissements très petits 
attribués aux valeurs particulières x, y, z Quand on posera 

iT X -h «, r y + 6, 5 ni; Z -H y, . . . , 

on aura sensiblement 

(a) « = f(x 4 - «, y -+- 6, . . . ) =- U + «X -+- 6Y -f- yZ . 

(îoncevons nàaintcnant que, 0 étant une quantité positive, on prenne. 

«n-SX, 6 = -0Y, y=:-ôZ, 

La formule ( 2 ) donnera sensiblement 

(.i) f(x - OX, y - 5Y, Z - ÔZ, . . .) =ru - 0(X*4- Y*-+- Z* + . . .)• 

11 est aisé d’en conclure que la valeur 0 de «, déterminée par la for- 
mulç 

('.) 


«=--f(x-ÔX,y-0Y,z-5Z, ...), 
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deviendra inférieure à u, si 0 est suffisamment petit. Si, mainte- 
nant, 0 vient à croître, et si, comme nous l’avons* supposé, la fonc- 
tion ...) est continue, la valeur 0 de u décroîtra jusqu’à 

ce qu’elle s’évanouisse, ou du moins jusqu’à ce qu’elle coïncide 
avec une valeur minimum, déterminée par l’équation à une seule 
inconnue 


(5) 


Do© = O. 


11 suffira donc, ou de résoudre cette dernière équation, ou du moins 
d’attribuer à 0 une valeur suffisamment petite, pour obtenir une nou- 
velle valeur de u inférieure à u. Si la nouvelle valeur de u n’est pas 
un minimum, on pourra en déduire, en opérant toujours de la meme 
manière, une troisième valeur plus petite encore; et, en continuant 
ainsi, on trouvera successivement des valeurs de u de plus en plus 
petites, qui convergeront vers une valeur minimum de u. Si la fonc- 
tion II, qui est supposée ne point admettre de valeurs négatives, offre 
des valeurs nulles, elles pourront toujours être déterminées par la 
méthode précédente, pourvu que l’on choisisse convenablement les 
valeurs de x, y, z, 

Il est bon d’observer que, si la valeur particulière de u représentée 
par u est déjà très petite, on pourra ordinairement en déduire une 
autre valeur 0 beaucoup plus petite, en égalant à zéro le second 
membre de la formule (3) et en substituant la valeur qu’on obtiendra 
ainsi pour 0, savoir 


( 6 ) 


Q- 


u ^ 


dans le second membre de la formule (4)- 

Supposons maintenant que les inconnues x, y, z, ... doivent satis- 
faire, non plus à une seule équation, mais à un système d’équations 
simultanées 

( 7 ) u—o, c — O, w~o, 

dont le nombre pourra même surpasser celui des inconnues. Pour 

OféUvroa de C, — S, I, t. X. ai 
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ramener ce dernier cas au précédent, il sullira de substituer au sys- 
tème (7) l’équation unique 

( 8 ) W* -h -f- fV* -h ~ O. 

Quand, à l’aide de la méthode que nous venons d’indiquer, on aura 
déterminé des valeurs déjà très approchées des inconnues x,y, z, 
on pourra, si l’on veut, obtenir de nouvelles approximations très 
rapides h l’aide de la méthode linéaire ou newtonienne, dont j’ai fait 
mention dans le Mémoire du 20 septembre. 

On peut tirer des principes ici exposés un parti très avantageux 
pour la détermination de l’orbite d’un astre, en les appliquant, non 
plus aux équations différentielles, mais aux équations tinies qui 
représentent le mouvement de cet astre, et en prenant pour incon- 
nues les éléments mêmes de l’orbite. Alors les inconnues sont au 
nombre de six. Mais le nombre des équations à résoudre est plus 
considérable, quelques-unes d’entre elles servant à définir des fonc- 
tions implicites des inconnues; et d’ailleurs le nombre des équations 
croît avec le nombre des observations que l’on veut faire concourir à 
la solution du problème. Ajoutons que les seuls nombres qui entrent 
dans les équations à résoudre sont les longitudes, latitudes, etc., 
fournies par les observations elles-mêmes. Or ces longitudes, lati- 
tudes, etc. sont toujours plus exactes que leurs dérivées relatives 
au temps, qui entrent dans les équations différentielles. Donc, après 
avoir obtenu à l’aide des équations différentielles, ainsi que nous 
l’avons expliqué dans les précédents Mémoires, des valeurs appro- 
chées des inconnues, on pourra, en partant de ces valeurs approchées 
et en résolvant, comme nous venons de le dire, les équations finies 
du mouvement de l’astre, obtenir une précision très grande dans les 
résultats du calcul. 
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Asthosomie . — Mémoire sur le degré d’ exactitude avec lequel on peut 
déterminer les orbites des planètes et des comètes. 

C. R., T. XXV, p. 5 -jt (ij octobre 1847). 

§ 1 . — Considérations générales. 

En partant des formules dont je me suis servi dans mes précédents 
Mémoires, pour calculer les distances de Mercure et d’Hébé au Soleil 
et à la Terre, et en se servant d’observations faites dans un intervalle 
de temps pendant lequel les perturbations du mouvement d’un astre 
resteraient insensibles, on pourrait déterminer exactement l’orbite de 
cet astre, si l’on parvenait à obtenir les développements de la lotifçi- 
tude et de la latitude géocentrique du même astre suivant les puis- 
sances ascendantes du temps t, ou du moins les coelBcients des termes 
qui, dans ces développements, renferment des puissances du temps 
inférieures à la quatrième. C’est à former ces coelficients que servent 
les méthodes d’interpolation. D’ailleurs, les résultats fournis par ces 
méthodes sembleraient devoir être d’autant plus exacts, que le nombre 
des observations employées est plus considérable. C’est pourtant ce 
qui n’arrive pas toujours, et l’on doit faire à ce sujet une remarque 
importante. Les anciennes méthodes d’interpolation, par exemple les 
méthodes de Lagrange et de Laplace, ne peuvent faire concourir à la 
détermination des coelRcients des quatre premiers termes de chaque 
développement un nombre n d’observations supérieur à quatre, que 
sous la condition d’introduire dans le développement cherché toutes 
les puissances du temps d’un degré inférieur à n. Or cette condition 
est très peu favorable à la précision des calculs, attendu que les erreurs 
d’observation peuvent occasionner, dans la détermination du coeffi- 
cient d’une puissance de t, des erreurs d’autant plus grandes que cette 
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puissance est d’un degré plus élevé. Il en résulte que, dans le cas 
assez ordinaire où le développement d’une variable pourrait, dans l’in- 
tervalle de temps qui sépare les observations extrêmes, être sensible- 
ment réduit à ses quatre premiers termes, les termes suivants, sensi- 
blement nuis, paraîtraient souvent acquérir des valeurs considérables, 
si, en faisant usage de la méthode d’interpolation de Lagrange ou de 
Laplace, on voulait faire servir à la détermination des coefficients des 
quatre premiers termes plus de quatre observations. Il y a plus : la 
détermination du coefficient de /*, et surtout du coefficient de effec- 
tuée à l’aide de ces méthodes, sera souvent très peu exacte, non seule- 
ment lorsqu’on fera usage de quatre observations seulement, mais 
aussi quand ce nombre des observations deviendra supérieur à quatre. 
Au contraire, dans logeas dont il s’agit, une nouvelle méthode d’inter- 
polation pourra faire concourir avec avantage à la détermination des 
quatre premiers termes du développement d’une variable plus de 
quatre observations distinctes, pourvu que l’on ait soin de s’arrêter à 
l’instant où le calcul fournira des différences comparables aux erreurs 
d’observation. 

Nous avons ici supposé que, dans le développement d’une variable, 
les termes proportionnels à la quatrième puissance du temps et à des 
puissances supérieures étaient sensiblement nuis, au moins dans l’in- 
tervalle de temps qui sépare l’une de l’autre les deux observations 
extrêmes. Cette circonstance, qui assure l’exactitude des résultats ob- 
tenus, se trouvera indiquée, a posteriori, avec un grand degré de pro- 
babilité, lorsqu’on suivant une méthode quelconque d’interpolation, 
par exemple la méthode de Lagrange ou de Laplace, on aura déterminé 
à l’aide de quatre observations les quatre premiers coefficients, si le 
développement trouvé représente ces quatre observations et toutes les 
observations intermédiaires, avec assez d’exactitude pour que les dif- 
férences entre les valeurs observées et les valeurs calculées de la va- 
riable soient comparables aux erreurs d’observation. La même circon- 
stance se trouvera encore indiquée, a posteriori, avec beaucoup de 
probabilité, si, en faisant concourir par la nouvelle méthode toutes les 
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observations données à la détermination des quatre premiers coeffi- 
cients, on trouve, pour les différences quatrièmes, ou pour les diffé- 
rences d’un ordre moindre, des valeurs numériques comparables aux 
erreurs que les observations comportent. Enfin, la circonstance dont 
il s’agit peut être indiquée, a priori, dans beaucoup de cas, par un 
calcul dont je vais donner une idée en peu de mots. 

L’expérience prouve que, pour des astres dont la lumière est très 
faible, des erreurs d’observation de quatre ou cinq secondes sexagési- 
males ne dépassent point les limites du possible, ni même du pro- 
bable. Donc, si l’on cherche les développements des variables, spécia- 
lement de la longitude et de la latitude géocentriques d’un astre en 
séries ordonnées» suivant les puissances ascendantes du temps, il sera 
parfaitement inutile de conserver, dans ces développements, les termes 
dont l’omission entraînerait au plus une erreur de quatre ou cinq se- 
condes. D’ailleurs, les termes d’un rang élevé, dans les développe- 
ments de la longitude et de la latitude d’un astre, seront ordinaire- 
ment des quantités dû même ordre que les termes de même rang dans 
le développement de l’anomalie vraie; et, dans ce dernier développe- 
ment, une limite supérieure au coefficient de la quatrième puissance, 
ou d’une puissance plus élevée du temps, peut être déterminée approxi- 
mativement par diverses méthodes, pour des astres plus éloignés de 
nous que le Soleil, surtout si l’excentricité n’est pas très voisine de 
l’unité. Donc, pour de tels astres, on pourra calculer approximative- 
ment une limite supérieure à l’intervalle de temps qui séparera l’ob- 
servation moyenne de chacune des observations extrêmes, quand ces 
trois observations seront assez voisines l’une de l’autre pour . que 
l’omission des termes proportionnels à la quatrième puissance, ou à 
des puissances plus élevées, produise seulement une erreur de quatre 
ou cinq secondes. Après avoir calculé cette limite, et choisi-arbitraire- 
ment l’observation moyenne à partir de laquelle se comptera le temps, 
on devra choisir encore les autres observations en nombre égal ou su- 
périeur à trois, de manière que chacune d’elles soit séparée de l’ob- 
servation moyenne par un intervalle inférieur, ou tout au plus égal st 
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la limite dont il s’agit. Si cette condition ne peut être remplie, alors, 
pour obtenir une valeur suffisamment exacte du coefficient du cube du 
temps, on serait obligé d’admettre dans le développement cherché des 
termes proportionnels à la quatrième puissance du temps. On pour- 
rait d’ailleurs calculer, toujours à l’aide du même procédé, une limite 
supérieure à l’intervalle de temps qui devrait séparer les observations 
extrêmes de l’observation moyenne, afin que l’erreur occasionnée 
dans lé développement de la variable par l’omission des termes pro- 
portionnels à la cinquième puissance du temps, et à des puissances 
plus élevées, ne dépassât point quatre ou cinq secondes sexagési- 
males. 

Remarquons enfin que, après avoir fixé, d’une part, le nombre de 
celles des observations données qui devront concourir à la détermina- 
tion du développement cherché; d’autre part, le nombre des termes 
de ce même développement, on pourra, si ce dernier nombre ne sur- 
passe pas quatre ou cinq, se borner à pousser l’évaluation du coeffi- 
cient de chacun des termes conservés jusqu’à un chiffre décimal tel, 
que l’omission du chiffre suivant, à l’époque de chacune des observa- 
tions extrêmes, occasionne tout au plus, dans la valeur du terme dont 
il s’agit, une erreur d’une seconde. 

En opérant comme on vient de le dire, on rendra beaucoup plus 
facile l’application des méthodes d’interpolation, même des plus 
exactes, et, en particulier, de celle que j’ai proposée à la détermina- 
tion des orbites des astres. Car ce qui allongeait surtout les calculs, 
c’était la détermination d’une multitude de chiffres inutiles qu’on y 
introduisait, parce qu’on ne savait pas bien se rendre compte à l’avance 
de l’influence que les erreurs d’observation pouvaient exercer sur les 
résultats fournis par une méthode d’interpolation donnée. Les prin- 
cipes que je viens d’indiquer, et que je vais développer dans le para- 
graphe suivant, permettront aux astronomes de se former une idée 
juste de cette influence, et de choisir, en connaissance de cause, la 
méthode qui conduira plus promptement ou plus sûrement aux solu- 
tions demandées. 
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§ II. — Des erreurs occasionnées dans tes développements de la longitude 

et de la latitude géocentriques d’un astre par les erreurs d’observation. 

Supposons que, l’époque d’une certaine observation astronomique 
étant prise pour origine du temps r, on veuille développer, suivant les 
puissances ascendantes de t, la longitude et la latitude géocentriques 
de l’astre observé, en ne conservant dans chaque développement que 
les termes sensibles, et négligeant ceux dont l’omission ne produirait 
qu’une erreur de quatre ou cinq secondes sexagésimales, c’est-à-dire 
une erreur comparable aux erreurs que comportent les observations. 
Supposons encore que, par un moyen quelconque, on soit parvenu à 
connaître d’avance le nombre n des termes qui doivent être conservés, 
outre le premier, et qui dans chaque développement doivent suivre ce 
premier terme indépendant de t. Il est clair que si, d’une part, les 
termes négligés, et, d’autre part, les erreurs d’observation se rédui- 
saient rigoureusement à zéro, on pourrait obtenir les valeurs exactes 
des termes conservés, en faisant concourir à la détermination de leurs 
coefficients, à l’aide d’une méthode d’interpolation quelconque, les 
observations données, pourvu que le nombre de ces observations fût 
au moins égal à n -t- 1 . 

Supposons maintenant que, les termes négligés étant toujours nuis, 
les erreurs d’observation ne soient pas nulles. Alors le polynôme que 
l’on obtiendra, en faisant servir à la détermination du coefficient 
cherché une méthode quelconque d’interpolation, se composera de 
deux parties, dont la première sera le développement cherché, la se- 
conde partie étant ce que devient ce même développement quand on 
remplace les valeurs particulières données de la variable par les er- 
reurs dont ces valeurs particulières se trouvent affeefées en vertu des 
observations mêmes. Gela posé, concevons que l’observation dont 
l’époque sert d’origine au temps étant placée vers le milieu de l’inter- 
valle qui sépare les observations extrêmes, on la désigne sous le nom 
d’observation moyenne. Nommons m le nombre des observations dis- 
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tinctcs de l’observation moyenne, et 

les valeurs positives ou négatives de l qui correspondent à ces der- 
nières observations. Soit d’ailleurs ç la variable dont le développe- 
ment est censé pouvoir être exactement représenté par tes « -i- 1 pre- 
miers termes d’un polynôme du degré n; soient ç# valeur de (p 
correspondante à l’observation moyenne, et = <p — Ço la différence 
de ç à Ço- Soient encore 

les erreurs dont se trouvent affectées, en vertu des observations don- 
nées, les diverses valeurs de Ao, et dont chacune pourra être double 
de^rerreur que comporte une seule observation, Terreur de Tobserva- 
tion moyenne et celle de Tune quelconque des autres pouvant avoir 
été commises en sens contraires. Knfin, nommons £ Texcés du poly- 
nôme que représente le développement de la variable 9, déduit d’une 
certaine méthode d’interpolation sur la véritable valeur de ç. Alors £ 
sera précisément le polynôme que Ton déduira de la même méthode 
d’interpolation, en prenant 

^1 » ^2> • • • > £//i 

pour les valeurs de e correspondantes aux époques 

ilf . * • J C/I* 

Or il est clair que la méthode d’interpolation employée fournira un 
développement de <f plus ou moins exact, suivant que les limites ex- 
trêmes, positive et négative, entre lesquelles restera comprise la va- 
leur du polynôme c, seront plus ou moins resserrées. D’ailleurs, le 
degré du polynôftie e sera le nombre m des observations distinctes de 
l’observation moyenne, si la méthode employée est celle de Lagrange 
ou de Laplace; et, dans l’un et l’autre cas, les divers termes dont se 
composera le développement de e offriront précisément les mêmes va- 
leurs. Donc, pour juger du degré d’exactitude que fourniront ces deux 
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méthodes, il suffira d’examiner ce que donnera la formule d’interpo- 
lation de Lagrange. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails. 

La valeur de £, déterminée par la formule d’interpolation de La- 
grange, se composera de m termes respectivement proportionnels aux 
valeurs particulières de e. On aura eflectivement 

(i) e = £iTi 4- ejTî-H . . . 4- 

1\, ïj, . . ., T,;, étant des fonctions de dont chacune sera déterminée 
par une équation de la forme 

( ^ T r = ^ 

( ^1 — — ^2 ) . . . (/| t„i) 

(hda posé, les valeurs numériques des coefficients 

T„ IV, ..., r,„ 

et, par suite, la valeur numérique de £, pourraient devenir très consi- 
dérables, si l’on faisait correspondre la valeur de t i\ une époque située 
en dehors de l’intervalle compris entre les observations extrêmes. 
Admettons maintenant la supposition contraire, et nommons S la 
limite des erreurs d’observation que Ton peut évaluer h quatre ou 
cinq secondes sexagésimales. 

Si les observations données et distinctes de l’observation moyenne 
sont au nombre de deux, alors t.» seront affectées de signes con- 
traires, et l’on aura 

6 -rnr e|Ti -f- e^Tî, 

T T - 

Il {Il - - t^) ^ 2 ( ^2 — ) 

'P . "P 

1 , 4- 1 J _ 

<2 

Donc, si, les quantités t., étant alfectécs du même signe, les valeurs 
numériques des quantités £,, £3 atteignaient la limite 2<S, on aura 


Cette dernière valeur de £ pourra devenir considérable pour une va- 

62 


OEiivrcs (le 6’. — S. I. t. X. 
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leur de t comprise entre f,, tj, par exemple pour t = si la va- 

leur numérique de l’un des rapports y est supérieure à 3 -f- a 
Si, pour fixer les idées, on suppose /, = — lot^, la valeur trouvée de e 
deviendra 



et par suite, si l’on pose 3 = 5", on aura sensiblement e = ±:3o". 
Donc, lorsque les observations données ne sont pas équidistantes, la 
valeur de s, déterminée par la formule d’interpolation de Lagrange ou 
de Laplace, peut, même dans le cas où l’on fait usage de trois observa- 
tions seulement, et pour une époque intermédiaire entre celles des 
observations données, dépasser notablement les limites des erreurs 
d’observation. 

L’inconvénient que nous venons de signaler devient plus grave 
encore, dans le cas précisément où l’on cherche à obtenir des résultats 
plus exacts en faisant concourir à la solution du problème un plus 
grand nombre d’observations. Pour le démontrer, considérons un cas 
qui se présentera souvent dans la pratique. Supposons qu’un ciel cou- 
vert de nuages ait interrompu, pendant un certain laps de temps, une 
série d’observations astronomiques, séparées l’une de l’autre par un 
intervalle d’un jour environ, et reprises dès que le ciel est redevenu 
serein. Alors il est facile de voir que la valeur numérique de e pourra 
devenir très notablement supérieure aux erreurs d’observation. C’est 
ce qui arrivera, par exemple, si l’on emploie, outre l’observation 
moyenne, six observations dont les époques soient représentées par 
les nombres 

— 8, — 7 , - 6, 1 , a, 3. 

Alors, en attribuant à < la valeur — 3 comprise entre les valeurs don- 
nées, on trouvera, en suivant une méthode quelconque d’interpolation, 
par exemple la méthode de Lagrange ou de Laplace, et en faisant con- 
courir toutes les observations à la détermination de t, 

•3 i5 aS 75 „ ao 

* ^ 77 - -.1 î-.' ^ “ 33 
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Dottc si, l’observation moyenne étant exacte, les erreurs des autres 
observations sont chacune de 5 secondes, mais alternativement posi- 
tives et négatives, on aura sensiblement 

s = ±57'',3. 

Mais si l’on a des raisons de croire que, dans le développement de la 
variable cherchée, on peut négliger sans erreur sensible les termes 
proportionnels à la quatrième puissance du temps ou à des puissances 
plus élevées, et si alors on fait concourir toutes les observations, par 
ma nouvelle méthode, à la détermination de i, alors on obtiendra une 
valeur de e comparable aux erreurs d’observation, et l’on trouvera, en 
particulier, pour t— — 3 , non plus e=:±57'',5, mais seulement 
£ = ± 2 ". 

Dans ce qui précède, nous avons spécialement considéré les valeurs 
de £ correspondantes à des époques intermédiaires entre celles des 
observations extrêmes. Si l’on employait des valeurs de l correspon- 
dantes à des époques qui fussent situées en dehors des observations 
extrêmes, sans en être même très éloignées, les valeurs numériques 
de £ et, par suite, les erreurs commises dans là valeur d’une variable 9, 
pourraient devenir très considérable. Ainsi, par exemple, si la va- 
riable (p représente la longitude géocentrique de la nouvelle planète 
Hébé, à l’époque du 12 juillet, et si l’on fait servir à la détermination 
de ® quatre des sept observations rappelées dans la séance précédente, 
en suivant une méthode quelconque d’interpolation, alors on trou- 
vera : i" en joignant à l’observation du 12 août les quatre suivantes : 

A9 -- 56 1 ", 44 < + 3 o", 62 - 1 ", 1 64 ; 

2® en joignant à l’observation du 12 août les trois précédentes ; 

A9 = -544’,49< + 35',2a^ +3",45'.'. 

Ici la différence entre les valeurs de 0 est énorme; et cette différence. 
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représentée, au signe près, par le polynôme 

i6",95«-h4",6o~ + 4%6i4-J-i 

s’élève déjà jusqu’à 9i7"*4 pour / = 9,06847, c’est-à-dire à l’époque 
(le la dernière observation. 


385 . 

Analyse wathématîque. — Application des formules que fournil la nou- 
velle méthode d'interpolation à la résolution d'un système d'équations 
linéaires approximatives, et, en particulier, à la correction des éléments 
de l'orbite d'un astre, 

C. R., T. XXV, 050 (8 novembre 1847). 

Étant donné un système d’équations, approximatives et linéaires 
dont le nombre est égal ou supérieur à celui des inconnues, sup- 
posons que l’on veuille déterminer par un calcul facile, et avec une 
grande exactitude, s’il est possible, les valeurs de ces inconnues. 
Pour remplir ces deux conditions à là fois, il suHira de recourir aux 
formules que fournit ma nouvelle méthode d’interpolation. A l’aide 
de ces formules, on pourra éliminer successivement, de chacune des 
équations données, la première, la seconde, la troisième, . . . inconnue; 
et lorsque toutes les inconnues auront été éliminées, à l’exception 
d’une seule, une valeur approchée de cette dernière sera fournie par 
chacune des équations restantes. Ajoutons que les diverses valeurs 
approchées de la dernière inconnue seront égales entre elles, si le 
nombre des équations données est précisément le nombre des incon- 
nues, mais différeront généralement les unes des autres dans le cas 
contraire. Observons, enfin, que la méthode en question fournira, 
entre les diverses valeurs approchées de chaque inconnue, une 
moyenne qui pourra être adoptée avec une grande confiance. 
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Les considérations précédentes pourront être utilement appliquées 
à la correction des éléments de l’orbite d’un astre. Entrons à ce sujet 
dans quelques détails. 

Lorsque, en suivant la marche indiquée dans le Mémoire du 20 sep- 
tembre, on a déterminé approximativement les distances d’un astre 
au Soleil et à la Terre, on peut en déduire immédiatement, à l’aide de 
formules très simples, les six éléments de l’orbite de cet astre. Toute- 
fois, il importe de le remarquer, en vertu des calculs elfectués et des 
formules dont il s’agit, les éléments de l’orbite dépendent, non seule- 
ment des longitudes et latitudes géocentriques de l’astre observé, 
mais encore de leurs dérivées du premier et du second ordre. Si, 
pour augmenter l’exactitude des résultats, on veut que les éléments 
de l’orbite soient finalement déterminés à l’aide des formules qui ne 
renferment aucune dérivée, il sulfira de recourir auit équations finies 
du mouvement de l’astre observé. Ces dernières, transformées en 
équations approximatives, deviendront linéaires par rapport aux cor- 
rections des six éléments, et pourront alors se résoudre comme il a 
été dit ci-dessus. D’ailleurs, le nombre des équations à résoudre 
dépendra du nombre des observations données. Chaque observation 
fournissant deux équations linéaires entre les corrections des six élé- 
ments, trois observations pourront, à la rigueur, sulïire au calcul des 
corrections cherchées; mais celles-ci seront mieux déterminées si l’on 
fait concourir à leur détermination un nombre d’observations plus 
considérable. 

§ I. — Formules générales pour la résolution d’un système d’équations 
approximatives et linéaires. 

Soient données, entre n inconnues x, y, 3, ...., des équations 
linéaires et approximatives 

ax hy + c s k, 

a,x -t- b^y + c,s -h. ..— k,, 

I df/X -H b^y H- -e . . . “ 4*^, 


(0 
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en nombre égal ou supérieur à celui des inconnues. Pour déduire de 
ces équations, par une méthode facile à suivre, et avec une grande 

exactitude, s’il est possible, les valeurs A& x, y, z il suffira de 

recourir à la méthode que nous allons indiquer. 

Désignons par Sa la somme des valeurs numériques des termes de 
la suite a, a,, a„, . . . , et par Sè la somme des termes de la suite b, 6,, 
. . . , pris chacun avec le signe -t- ou avec le signe — , selon que le 
terme correspondant de la suite a, a,, a„, ... est positif ou négatif. 
Soient encore Sc, ... ou S^ ce que devient S6, quand à la suite b, A,, 

b^, ... on substitue la suite c, c,, . . . , ou la suite k, A,, A:,, On 

tirera des formules (i) 

(•i) icSa-t-ySt + 5Sc SX'. 

Soient maintenant a = * a, = . ••• > et posons 

Sa ' Sa ‘ 

Ai — 6 — a S X», Ac = c — a Sc, . . . , Ai ^ A — a S X', 

Ai,=: i,— a,Si, Ac,= c, — «,Sc, ..., AX-, =; A, — S X-, 


Si, de la première, ou de la seconde, ou de la troisième, . . . des for- 
mules (i), on retranche la formule ( 2 ), après avoir multiplié les deux 
membres de cette dernière par a, ou par a,, ou par a„, . . . , on obtiendra, 
à la place des équations ( 1 ), les suivantes 


( 3 ) 


/ / Ai -H 3 Ac -h . . . = AA, 

1 y Ai, -+■ 3 Ac, — AA,, 
j jAi, + jAc„-i-...=:AA„, 


qui ne renferment plus la variable x. 

Concevons, à présent, que l’on désigne par S'Aè la somme des 
valeurs numériques des termes de la suite àb, AA,, AA„, ..., et soit 
S'Ac, ... ou S' A^ la somme des termes correspondants de la suite Ac, 
Ac,, Ac„, ... ou AA, AA,, AA„, . . . , pris chacun avec le signe 4- ou avec 
le signe — , suivant que le terme correspondant de la suite AA, AA,, 
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... est positif ou négatif. On tirera des équations (3) 
(4) /S'Afc-h5S'Ac4-...-S'AA-; 


puis, en posant 


Afc 

S' A6’ 


et 


A* c — Ac — ô S' Ac, 




S'Ai6’ 


A» 4- - A4 -6 S' A4, 


•A»c,-Ac,-S'S'Ac, 


A» 4, = A4, -6, S' A4,, 


on tirera des formules (3), jointes à la formule ( 4). 


(5) 


/ 3A‘c -V...::r:A*4, 

I sA’c, 4-. . A’4,, 
I 3A»c,4-...--A*4„, 


Kn continuant ainsi, on substituera successivement aux équations (i) 
les équations (3), (5), etc.; et lorsqu’on aura successivement éliminé 
toutes les inconnues, à l’exception d’une seule, les équations restantes 
fourniront, pour la dernière inconnue, des valeurs approchées qui 
seront toutes égales entre elles, si le nombre des équations (i) est 
égal à celui des inconnues, mais pourront différer les unes des autres 
dans le cas contraire. Ajoutons que, pour déterminer avec une plus 
grande exactitude les valeurs des diverses inconnues, on devra géné- 
ralement recourir aux formules (•>.), (4). et autres semblables, des- 
quelles on tirera 

Sc 

1 ^ Sa Sa * 

((]) ] y S' A6 ’ 

1 _ S"AU 


Ces dernières formules, rangées, non dans l’ordre suivant lequel 
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elles sont écrites, mais dans un ordre inverse, fourniront ordina 
ment pour la dernière inconnue, puis pour l’avant-dernière, etc., 
valeurs d’autant plus exactes, que la différence entre le nombre 
équations approximatives données et le nombre des inconnues s 
plus considérable. 

L’ordre suivant lequel les diverses inconnues sont éliminées l’i 
après l’autre semble, au premier abord, demeurer entièrement ai 
traire. Mais, pour tirer du calcul des résultats plus exacts, ou 
moins des résultats qui méritent une plus grande confiance, il c 
vient de choisira?, c’est-à-dire la première des inconnues à élimin 
de manière que la somme Sa soit la plus grande possible; puis enst 
de choisir J', c’est-à-dire la seconde des inconnues à éliminer, de r 
nière que la somme S' AA soit la plus grande possible; etc. 

On abrégerait le calcul, mais en diminuant le degré de confiai 
que ces résultats doivent inspirer, si, pour éliminer une inconni 
on se bornait à combiner entre elles, par voie de soustraction, 
diverses équations, prises deux à deux, en retranchant la seconde 
la première, la troisième de la seconde, et ainsi de suite, après av* 
préalablement réduit à l’unité, dans chaque équation, le coefficie 
de l’inconnue qu’il s’agit d’éliminer. 

§ II. — Sur la délermination des éléments de l'orbite d'un astre. 

Conservons les notations des pages 384, 385, en substituant seul 
ment la lettre à la lettre en sorte qu’on ait - cy. bes fo 

mules (i) et (4) de la page 385 donneront 

(i) .27 cosGT -h P cosoj, 7 ~ y?sincj -I- P sin©, -3T~ptang5. 

Soient d’ailleurs, au bout du temps ^ l’anomalie excentrique, et 
la longitude héliocentrique de l’astre observé, mesurées dans le pla 
do l’orbite. Soient encore 

P la valeur de p correspondante au périhélie; 
a, t le demi grand axe et l’excentricité de l’orbite ; 
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i l’inclinaison de l’orbite, représentée par un angle aigu ou obtus, 
selon que le mouvement de l’astre est direct ou rétrograde; 

8 la longitude héliocen trique du nœud ascendant; 

T la durée de la révolution de l’astre dans son orbite; 

X = — = le rapport de la circonférence 2 ir à T; 

— ^ l’époque du passage de l’astre au périhélie. 

Le rayon vecteur r et la longitude p seront déterminés, en fonction 
de l, par les formules connues 

(a) r = a(i-*cos«l-), lang-^^ = lang 4,- 

— 6 sintj; Xi -H c. 

De plus, si Ton projette successivement le rayon vecteur r sur trois 
axes rectangulaires, dont le premier coïncide avec la ligne des nœuds, 
et le troisième avec Taxe des 5, les trois projections pourront être 
exprimées, soit en fonction de a?, 5, », soit en fonction de r, /), i; 

et en égalant Tune a Tautre les deux valeurs trouvées pour chaque 
projection, l’on aura 

/ arcos« 4 - r cos/>, 

(3) < jcos« — a? sin» =- r sin/? cost, 

( 5 zr: /*sin/?sint. 

Soient maintenant 
(O la vitesse de l’astre observé; 

n, e, les projections algébriques de cette vitesse sur les axes des ar, 

J, 5; 

H le double de l’aire décrite par le rayon vecteur r pendant l’unité de 
temps; 

U, r, W les projections algébriques de cette aire sur les plans coor- 
donnés; 

I sa projection absolue sur le plan mené par la ligne des nœuds per- 
pendiculairement au plan de l’écliptique. 

OEuvres de C» — S. 1, t. X. 


53 
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On aura 

/ M =D<ir, V =D,y, w—.ïi,z, 

(!j) lu = wy — vs, V—'us — wx, W—vx—uy, 

( P-t-lP», n=zW+V\ 

et les deux dernières des formules (3) donneront 

(5) a;sin8— y COSH+ 3cott=:o, m gina — ecos» -t- s cott = o; 

par conséquent, 

. t/ V W . I 

(6) sina = j» cos«=:— y) cost = ^> 


De plus, les équations des forces vives et des aires donneront 


( 7 ) 


I 2 , H* 

a~ r K' ' ^ Ka 


Les formules qui précèdent peuvent être appliquées de diverses 
manières au calcul des éléments de l’orbite. Ainsi, par exemple, 
après avoir déduit r, p, D,p des formules établies dans le Mémoire 
du 20 septembre, et x, y, s, «, v, w, U, V, W, w, H, I des formules ( i) 
et ( 4 )f on pourra tirer immédiatement les valeurs des éléments a, i, 
a, e des formules ( 6 ), ( 7 ), puis la valeur de p de l’une quelconque 
des formules (3), et les valeurs de <|», p, c des équations ( 2 ). Ajoutons 
que, en vertu des formules (i) et (3), on aura 


( 8 ) 


fl cos(ro — «) H- p cos(<? — ^) — r co%p, 
fl sin (bj — «) -h p sin (çp — a) =; r sin/> cosi, 
p tangO=; r sin/>sinc 


et, par suite, 

, , rM D/lp + D<e)-r Dtr 

(9) cotp — JJ > 


p tangO 

SU) p 


Or ces dernières formules offrent un nouveau moyén de calculer p et i. 

Les calculs que nous venons d’indiquer peuvent être simplifiés de 
la manière suivante ; 



EXTRAIT N« 885. 


M9 

Faisons tourner ceux des axes coordonnés que renferme le plan de 
l’écliptique, de manière à faire coïncider l’axe des abscisses avec le 
rayon vecteur p, et nommons r, i), u, u, 'ïl, 18 ce que deviennent alors 
ap,y, U, e, U, V. Les six dernières des équations (4) et tes formules (6) 
continueront à subsister quand on y remplacera x,y, u, v, U, V par r, 
1 ), n, 0 , lÜ, 18, et « par a — ç. On aura donc 




H' rr Of — ttç, 


(il) sin(» — çp) iz: 


cos(« • 


X ^ 

•<?)=- J> 


COSt : 


w 

7/’ 


sint = 


H' 


D’ailleurs, dans les équations (lo), les valeurs de r, i), s, «, a, w seront 
déterminées très simplement à l’aide des formules 


(12) 

(i3) 


«=:p + iîcosx, 9 ~ — /tsinx, 3 = ptang9, 

i n= Djp + Asin(x + n), 

B :=pD ,9 +-^cos(x-+-n), 

»•=: (I)<p +pD,0)tang9, 


* et n étant déterminés eux-mêmes par les équations 


D(/f = JlsinII, flD,nT = .Rcosn. 


§ II. — Correction des éléments de l’orbite d'un astre. 

Supposons que, après avoir calculé approximativement, à l’aide des 
formules ci-dessus rappelées, les six éléments de l’orbite d’un astre, 
c’est-à-dire les six quantités a, e, c, p, a, i, on veuille déterminer avec 
une grande exactitude les corrections très petites Ba, Bs, Bc, Bp, Bu, Bi, 
que ces éléments doivent subir. Il sufllra de recourir aux équations 
finies du mouvement de l’astre, et de comparer entre elles les valeurs 
de r et de/> tirées des formules ( 2 ) et (8) du § II. Cette comparaison 
fournira, entre les corrections Ba, Bt, Bc, Bp, Sa, Si, supposées très 
petites, deux équations linéaires, dont l’une ne renfermera pas Sp. 
Donc chaque observation fournira, entre les corrections des six élé- 
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ments, deux équations distinctes. En résolvant les équations ainsi 
obtenues par la méthode exposée dans le § I, on obtiendra aisément 
les six corrections cherchées, comme je l’expliquerai plus en détail 
dans un nouvel article. Si l’astre a été observé plus de quatre fois, les 
corrections des seuls éléments a, i, c, a, i pourront être déterminées 
séparément à l’aide des équations qui ne renfermeront pas Sp. 


386. 


Astronomie. — Mémoire sur la détermination et la correction 
des éléments de l’orbite d’un astre. 


C. il., T. XXV, p. 700 (i5 novembre 1847 ). 

On s’est occupé depuis longtemps de la détermination des éléments 
dei’orbite d’un astre; et ce problème, auquel se rapportaient déjà des 
travaux remarquables de Newton et d’Euler, a été de nos jours encore 
un sujet de recherches approfondies. A ma connaissance, l’un des tra- 
vaux les plus récents sur la correction des éléments d’une orbite est 
le Mémoire présenté à l’Institut par M. Yvon Villarccau, vers la fin de 
l’année iS/p, et approuvé par l’Académie. Le Rapport fait, au nom 
d’une Commission, par M. Binet, offre un résumé clair et précis de la 
question et des solutions que divers auteurs en ont données. Dans le 
Mémoire de M. Yvon Villarccau, les équations linéaires approxima- 
tives d’où se tirent les corrections des éléments sont, suivant la cou- 
tume, déduites, à l’aide du Calcul différentiel, des équations finies du 
mouvement, dans lesquelles on fait varier les six éléments de quan- 
tités très petites. Des équations ainsi formées sont effectivement celles 
qu’il convient d’employer, lorsqu’on veut obtenir les valeurs des élé- 
ments avec une grande exactitude. D’ailleurs, pour tirer le meilleur 
parti possible de ces mêmes équations, dont le nombre croît avec 
celui des observations données, il convient de recourir, pour leur 
résolution, à une méthode qui ait le double avantage de pouvoir être 
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facilement pratiquée, et d’olfrir une grande sûreté dans les résultats 
du calcul. Comme je l’ai déjà remarqué dans la dernière séance, ces 
deux conditions seront remplies, si l’on résout les équations approxi- 
matives dont il s’agit par un procédé analogue à celui sur lequel s’ap- 
puie ma nouvelle méthode d’interpolaüon. J’ajouterai que le même 
procédé fournit encore le moyen de calculer aisément les erreurs pro- 
bables introduites par les observations dans les valeurs de la longi- 
tude et de la latitude géocentriques d’un astre. Enfin, à l’aide de 
quelques artifices, qui seront indiqués ci-après, on peut, non seu- 
lement simplifier les formules relatives à la détermination ou à la 
correction des éléments d’une orbite, mais aussi faire en sorte qu’il- 
devienne à peu près impossible de commettre la moindre erreur de 
calcul sans en être immédiatement averti par les formules elles- 
mêmes. 

Remarquons encore que la méthode ci-dessus rappelée pourrait être 
appliquée, si l’on veut, non plus aux équations linéaires fournies par 
les diverses observations, mais à celles qu’on en déduit par la méthode 
des moindres carrés, quelles que soient d’ailleurs les inconnues, repré- 
sentées, ou par les six éléments de l’orbite de l’astre observé, ou par 
trois longitudes et trois latitudes géocentriques, comme l’a proposé 
notre jeune et illustre confrère, M. Le Verrier, dans un Mémoire jus- 
tement recherché des vrais amis de la Science.' 

§ I. — Sur la détermination des éléments de Vorbite d’un astre. 

Des avantages inhérents à la méthode d’interpolation que j’ai appli- 
quée au développement de la longitude et de la latitude géocentriques 
d’un astre, l’un consiste en ce qu’on ne peut commettre la moindre 
erreur sans en être averti presque immédiatement par le calcul. 11 
importe d’employer pour la détermination des éléments d’une orbite 
des formules qui présentent le même avantage, et qui, étant d’ailleurs 
très simples, se prêtent facilement à l’emploi des logarithmes. On satis- 
fait à ces diverses conditions en opérant comme il suit. 
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Conservons les notations adoptées dans le précédent Mémoire. Après 
avoir calculé r, p et D,p = Ap, on tirera des équations 

(1) ï — p-+-Acosx, »=: — Asinx, s—ptaagd 

les valeurs des coordonnées r#i), s, et l’on vérifiera l’exactitude de ces 
valeurs à l’aide de la formule 

( 2 ) 

puis on tirera des équations 

I « D/ P 4 - D//? cosx -f- /?Dfny siny, 

( 3 ) <: ti — pD^cp — D^/^sin^^ 4 - /?D/cy cosx, 

( ir m (D/p 4 - pD/ 0 ) langG — (A 4- D/0)5 

les valeurs des vitesses u, t), et l’on vérifiera l’exactitude de ces 
valeurs à l’aide de la formule 

(4) G^rSD,7?~HçD,p4>ppI)a + 5M),0, 

les valeurs de G, s, ; étant 

( 5 ) G — rDtr : - iw 4~ 09 H- 

I ^ 3 :ir/? 4 -pcosx = Jfcosx -psinx» 

(^) 

( ç z3/?cosx 4-pséc*ô-” r 4- 5 rang0; 
puis enfin l’on tirera des équations 

(7) CO — v/u* 4 - 0*4- W*, 

(8 ) U — ivp — 05, 13 :=:= tt5 — ivt, W — or — up, 

( 9 ) H -- , / — v/#':p 

les valeurs do la vitesse o) et des aires H, U, W, H, /, et l’on vérifiera 
l’exactitude de ces valeurs à l’aide des formules 

(10) C0«/»:=:G*4-/^S 

Cela posé, on pourra déterminer l’inclinaison i et la longitude « du 
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nœud ascendant à l’aide des équations 

(il) sin(« — 9) — y-, cos(« — 9) y, cosi=:^> sine=i-^, 


qui se vérifient mutuellement, puisqu’elles fournissent à la fois le 
sinus et le cosinus de chacun des angles i, a — o; puis, après avoir 
tiré la valeur de D^rde l’équation D^r— A on déterminera l’angle p 
h l’aide des formules 


(12) 


SI n/> 


/' sint 


cos/> : 


ivr 


zi},r 


Hs\ni 


qui se vérifieront encore l’une l’autre. Ajoutons que, si l’on pose 
r~rcos<5, q^rsinO et, par conséquent, 

tang^-r-, r™ 

” ï cos «P sm<l> 

on pourra, aux deux premières des formules (n), substituer avec 
avantage les suivantes : 

(i 3 ) cos(9 — a) 111 ^ cos/>, sin(9 4- — a) i sin/; cost. 

Enfin, après avoir déterminé a, e par les équations 


(i4) 


I 2 , /J' 

a r K K a 


on déterminera ^ et ~ p à l’aide des formules 


(i5) 


, a — r . , G 

cos^c= , sina»=: 

^ ae ^ 




16) cos 


1 if; . /? — 

*cos-> sin 

2 2 




Slll ' 


Alors il ne restera plus qu’à déterminer l’élément c à l’aide de la for- 
mule 

c = i|< — s sinv|/ — X<, 


qui se réduit simplement à 


C = (j;_gsin(|;, 
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quand on suppose le temps t compté à partir de l’époque de l’observa- 
tion moyenne. 

Je lerai, en terminant, une dernière remarque. Si Ton nomme t), 
les projections algébriques de l’aire H sur les plans perpendiculaires 
aux rayons vecteurs r, R menés de la Terre à l’astre observé, et du So- 
leil h la Terre, on aura 

(17) t‘)~îtcos{?-H IVslnO, \‘>=r:11cosx — ^ sinx; 
et, en posant, pour abréger, 

A 1=:: D/ 9 cosx — ® sin X, P “ U/ sin ( 5 , Q z.-. \\R^ sin 2 

on tirera des formules (i), ( 3 ), (8) 

(18) P V) r=— cosO, t) ~ — A/?p sinO, 
par conséquent 

( 19 ) V)(V — P)~h 

Soient maintenant p,, t?, et p,,, t),,, \\ ce que devienmmt p, v), 

quand on attribue au temps l deux nouvelles valeurs /,, Si l’on 
prend pour inconnues p, p,, p^, ou t), t\, t),,, les trois quantités P, 

P,, pourront être considérées comme fonctions de ces inconnues; et 
l’équation (19), jointe à celles qu’on en déduit, quand au temps t on 
substitue ou fournira un moyen de déterminer avec p, p^, p,^ les 
éléments de l’orbite de l’astre observé. 

Au reste, je reviendrai, dans un autre article, sur ce sujet, auquel 
se rapportent plus ou moins directement les travaux de quelques géo- 
mètres, et particulièrement un Mémoire de Lagrange, inséré dans la 
Connaissance des Temps pour 1821. 

§ II. — Sur la correction des éléments de Torbite dP un astre. 

Supposons les six éléments a, e, e, p, », t déterminés approximati- 
vement à l’aide des formules indiquées dans le § I. Pour obtenir les 
conditions auxquelles devront satisfaire les corrections Sa, §£, Sc, Sp, 
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S», Si de ces mêmes cléments, supposées très petites, il suffira de 
transformer en équations linéaires approximatives les équations finies 
du mouvement de Tastre observé. Entrons a ce sujet dans quelques 
détails. 

Soient, comme dans le précédent Mémoire, o, 0 la longitude et la 
latitude géocentriqucs de l’astre observé, rla distance de cet astre au 
Soleil, et p sa longitude héliocentrique mesurée dans le plan de l’or- 
bite, k partir du nœud ascendant. Les valeurs de rct de p seront dé- 
terminées, au bout du temps i, par les formules (2) de la page 417, en 
fonction de t, û, e, c, p, et par tes formules (8) do la page 4 18, en fonc- 
tion de 9, 0 , «, i. Nommons dr, dp les accroissements que prennent les 
valeurs de r et de p calculées comme on vient de le dire, quand on 
passe des formules (2) aux formules (8). Soient, d’ailleurs, Sr, Sp les 
variations de r et de qui correspondent, en vertu des formules (2), 
k de très petites variations Sa, Ss, Sc, Sp des quatre éléments a, £, c, p. 
Soient, au contraire, J{r^ J\p les variations de r et de p qui cprr(*spon- 
dent, en vertu des formules (8), k de très petites variations St des 
éléments a et t. Si les valeurs de 9, 0 correspondantes k une observa- 
tion, par conséquent k une valeur donnée do ne sont affectées d’au- 
cune erreur, on aura, pour cette valeur de /, 

ôr 4- </ir =: dr, dp dp 

OU, ce qui revient au même, 

(i) âr — Jirz^z'dVf dp — <f[pz=.'^p. 

Telle est la forme générale des deux équations linéaires que fournira 
chaque observation entre les six corrections Sa, Ss, Sc, Sp, Sa, St. En 
appliquant aux équations ainsi formées la méthode de résolution in- 
diquée dans le précédent Mémoire, non seulement on obtiendra, pour 
les six éléments, des corrections qui devront inspirer une grande con- 
fiance, mais, de plus, les termes connus dr, dp donneront naissance k 
dés différences finies de divers ordres, dont les dernières représente- 
ront les erreurs probables introduites dans r et par les erreurs dont 

OEui^res rftf C. — S. I, l. X. -^>4 
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f, 0 SC trouvent affectés en vertu des observations données. Dès lors, 
il deviendra facile de former deux nouvelles équations linéaires pro- 
pres à fournir les erreurs probables de ç et de 0 correspondantes à 
chaque observation. 

Il est bon d’observer que, en vertu des formules (2) de la page 417. 
r est seulement fonction de a, e, c, t. Donc la première des for- 
mules (i) ne renfermera pas la correction Sp, et pourra servir à déter- 
miner séparément les corrections des cinq éléments a, e, c, », t, s’il 
s’agit de fixer l’orbite d’un astre qui ait été observé plus de quatre 
(bis. Pour être en état d’appliquer à la détermination de cette orbite la 
première des formules (1), il suffit de connaître les valeurs de Br et de 
a/lr exprimées en fonctions linéaires des corrections Sa, St, Sc, Su, Si. 
Or, si l’on pose, pour abréger, 

(2) dr r - X ôfz H- âs -h © de, «/fr p: -- Q di, 

afin de réduire la première des équations (i) à la forme 

(3 ) X ôa -f de + G <îc Q ÔH H- -5 (ît -r àr, 

et, si, d’ailleurs, on conserve les notations adoptées dans le précédent 
paraji;raphe, on tirera des formules (2) de la page 417 

r 3 a, 

A^esuid/, 

a 2 r ^ 

— a cos(p — p), 

as . , 

_sïn(/?-p), 

et des formules ( 8 ) de la page 


ps sin;o 
Rsinfnr — «) sint ’ 



( 5 ) 
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387. 

Astronomie. — Mémoire sur la détermination de l* orbite d*une planète, 
à Vaide de formules qui ne renferment que les dérivées du premier 
ordre des longitude et latitude géocen triques. 

C. R., T. XXV, p. 775 (29 novembre 1847). 

Le Mémoire que Lagrange a donné dans la Connaissance des Temps 
pour l’année 1821 réduit la détermination de l’orbite d’un astre à la 
résolution d’une équation du septième degré, qui renferme les valeurs 
de la longitude et de la latitude géocentriques correspondantes h six 
observations faites dans le voisinage de trois époques diverses, la 
première observation étant supposée très voisine de la seconde, la 
troisième de la quatrième, et la cinquième de la sixième. Si l’on 
admet que l’intervalle compris entre deux observations voisines de- 
vienne infiniment petit, l’équation de Lagrange renfermera simple- 
ment, avec les longitude et latitude géocentriques relatives aux trois 
époques, les valeurs correspondantes des dérivées de ces deux varia- 
bles, différentiées une seule fois chacune par rapport au temps. Or les 
dérivées du premier ordre des longitude et latitude géocentriques 
pouvant être déterminées avec beaucoup plus de précision que leurs 
dérivées d’ordres supérieurs, il est clair que la méthode citée de La- 
grange offre un avantage qui serait très précieux dans la pratique, si 
l’on pouvait former et résoudre facilement l’équation du septième 
degré ci-dessus mentionnée. Pour y parvenir, il suffirait de trouver 
un moyen facile d’obtenir une valeur approchée de l’inconnue; et je 
m’étais d’abord proposé de résoudre ce dernier problème, surtout 
pour le cas où il s’agit d’une planète, c’est-à-dire d’une orbite très 
différente de la parabole, et à laquelle, en conséquence, la méthode 
d’Olbers ne saurait s’appliquer. Mais, après avoir obtenu la solution 
désirée, j’ai été agréablement surpris de voir que les principes dont je 
faisais usage, étant directement appliqués à la recherche des éléments 
de l’orbite, fournissaient, pour la détermination approximative de ces 
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éléments, une méthode nouvelle très simple et très facile à suivre. 
Cette méthode est fondée sur l’emploi de formules qui ne renferment 
que des dérivées du premier ordre,, et que je vais établir en peu de 
mots. 

Soient, au bout du temps /, 

r la distance d’une planète au Soleil; 

^ sa distance à la Terre; 

P la projection de t. sur le plan de l’écliptique ; 

9 , 0 la longitude et la latitude géocentriques de la planète; 

P la longitude de la planète, mesurée dans le plan de l’orbite à partir 
du nœud ascendant; 

'I l’anomalie moyenne de la planète; 

R la distance de la Terre au Soleil; 
a la longitude héliocentrique de la Terre; 
jr = 9 — CT l’élongation ; 

A = Rsinjç^ la projection de R sur une droite perpendiculaire à p. 
Soient encore 

) 

i l’inclinaison de l’orbite de la planète; 
a la longitude du nœud ascendant; 
a le demi grand axe de l’orbite; 

£ l’excentricité ; 

K=\^a^ la force attractive du Soleil ; 

11= \/Ka{i — £“) le double de l’aire décrite par le rayon vecteur r 
dans l’unité de temps; 

— ^ l’époque du passage au périhélie; 

P la valeur de à cette époque; 

U, V, W les projections algébriques de l’aire H sur les plans coordon- 
nés et rectangulaires des x, y, des z, x et des x, y, le plan des x, y 
étant celui de l’écliptique. 

Pbitin, soient 

V) = (i/cos 9 + l^sin 9 -t- tFtangO)cosO, •<? = xdcosct -h lésiner les pro- 
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jections de l’aire H sur les plans perpendiculaires aux rayons vec- 
teurs P et R; et posons 

« = sin»sin{, ê = cos8sin(, y = c-f-p, 8 = ltangd. 

On aura 

( /?.cos(ro — «)-Hpcos((p — a) = rcos/), 

(O 1 • ' 

( /f sin(ro — ») -H P sin((j) — ») = r sin/>cos(, 

(3) P tangd =: /- siu/> sine, 

I /• = a(i — £cosJ(), 

(3) 

( — + 

Les orbites des planètes sont généralement comprises dans des 
plans assez rapprochés de celui de l’écliptique pour que cost diffère 
très peu de l’unité. Par suite, on pourra, aux formules (i), substituer 
sans erreur notable les suivantes : 

( /t cos(® — ») -f- P cos( y — ») = /• cos/>, 

14) 1 . 

( It sin(w — «) -h P sin(9 — «) =; /• sin/>, 

qui deviendront exactes, si l’inclinaison t se réduit à zéro, l’angle a 
étant alors arbitraire. Donc, pour obtenir des valeurs très approchées 
des quatre éléments a, e, c, p, quand il s’agit d’une planète, il suffit 
de considérer le cas où, t étant nùl, les variables t, r, p, i|/, p et ç 
seraient liées entre elles par les équations (3) et (4). Voyons donc 
comment on peut, dans ce dernier cas, déterminer les éléments de 
l’orbite. 

On tire des formules (4) 

(5) rsint^ — 8 — />) = i)l. 

Si l’on différentie cette dernière équation, alors, en ayant égard aux 
deux formules 


r‘ Dtp = //, 


/•l),r = Xa*£sini^, 
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et en posant d’ailleurs, pour abréger, 

D,9 = <&, D,.‘a. = 1t, /•cos(9 — « — 


on trouvera 

(fi) 


O - sw = . 

’ /•* 


Or 1(3S excentricités des planètes étant de beaucoup inférieures à 
l’unité, on pourra, dans une première approximation, réduire la for- 
mule (6) à la suivante : 

( 7 ) 

On aura d’ailleurs 

( 8 ) . 

S 

Cela posé, soit une seconde valeur de i qui ne soit pas très différente 
de la première, et nommons ç,, H, ce que deviendront ç, $, A, 

îl au bout du temps i^. Comme le rayon r = a(i — £cos<|/) variera 
généralement très peu dans l’intervalle de temps représenté par — 
les valeurs de r* et de ^ correspondantes aux deux époques indi- 
quées par t et seront peu différentes l’une de l’autre. On aura donc 
sensiblement 

( 9 ) I- 1 

\ «• s’ 

Ces deux dernières formules suffisent à la détermination des valeurs 
approchées de ç, ç,. Si, pour plus de commodité, l’on pose 


F 


€ -4- g/ 
a ’ 



2 


alors, en négligeant le carré de v, on aura simplement 


( 10 ) 


(X — X -h (tilfx*, 
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les valeurs de J., i)b étant 


Jla — 




L *i±J 
4 «,-« 


(A,* -A»). 


Les valeurs de ç, ç, étant connues, on tirera des formules (8) et (7) 
les valeurs approchées de r et de H, puis la valeur approchée de a, de 
la formule 


Ajoutons que, r étant peu différent de a, on aurait pu, quoique moins 
aisément, déduire une première valeur approchée tte a de la for- 
mule (7). 

Il est bon d’observer que, si l’on pose At = t, — l, et si d’ailleurs on 
nomme A<&, AU les accroissements de $ et de U correspondants à 
l’accroissement A/ de t, la formule (10) donnera encore, à très peu 
près. 


(12) 



-U-.-irF- 
I AM 


Pour tirer parti des formules précédentes, il suffit de connaître 
quatre observations, faites dans le voisinage de deux époques di- 
verses, la première observation étant supposée très voisine de la se- 
conde, et la troisième de la quatrième. Alors les valeurs de $ = 0,9 
et de U = D,a, correspondantes à chaque époque, peuvent être ré- 
duites, sans erreur sensible, aux valeurs qu’acquièrent les rapports 

A< ’ prend pour A/ l’intervalle de temps compris entre 

les deux observations voisines de l’époque dont il s’agit. 

Remarquons encore que si, l’inclinaison i étant nulle, on suppose, 
comme on est alors libre de le faire, « = o, on pourra, de la for- 
mule ( 5 ), réduite à 

(i3) sin(<p 

déduire la valeur de l’angle p, auquel l’angle '{'-t-p devient égal quand 
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s s’évanouit. Alors aussi, de la même formule jointe à la seconde des 
équations ( 3 ), on tirera 

(1 4 ) (cosvp --6)sin(9 — p)i— (i — e*)*sin4>cos(9 — p)= 
puis, en négligeant e, 

(1 5 ) sin(9 — |-p) = 

Si, dans cette dernière formule, on remplace t par L = on 

aura 

(16) sin(9,— ip,— = 

la valeur dq A ji = ij/, — étant donnée par l’équation 

(17) = = Ai. 

Les formules (i 5 ), (16) sont celles dont M. Binet a fait usage pour 
déterminer, à l’aide des deux observations, la distance du Soleil à une 
planète dont l’orbite est supposée circulaire. Après avoir déduit, ou 
do ces formules, ou de celles que nous avons données ci-dessus, les 
valeurs approchées des distances «, r, avec celle de l’angle 4- p ou 
y-hX/, et par suite la valeur approchée de y» on pourra, on négligeant 
les termes proportionnels au carré ou aux puissances supérieures de 
l’excentricité, tirer de la formule (6), jointe aux formules ( 3 ) et (8), 
une équation linéaire entre la correction Sa de la constante a et les 
constantes esinc, ecosc, dont les premières valeurs approchées sont 
nulles; et, pour déterminer approximativement Sa, esinc, £COSc, il 
sulFira de recourir à trois équations linéaires ainsi formées. 

Ajoutons que, si à la formule (6) on substitue la formule (i 4 )* 
chaque équation linéaire renfermera les quatre inconnues Sa, Sy, 
£sinc, £cose. Donc alors quatre équations seront nécessaires pour 
déterminer ces inconnues. Mais, d’autre part, pour obtenir ces quatre 
équations linéaires, il suffira de faire usage de quatre observations 
seulement. D’ailleurs, les valeurs approchées de a, £, c, y, et, par 
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suite, la valeur de p y — ^ étant connues, on pourra corriger de 
nouveau ces valeurs approchées à Taide de la formule (i4) <^t des 
quatre observations données. 

Les valeurs des constantes a, c, e, p, déterminées comme on vient 
de le dire, et celles qu’on en déduira pour r, p, à l’aide des for- 
mules (3), seraient exactes, abstraction faite des perturbations, si le 
plan de l’orbite coïncidait rigoureusement avec le plan de l’éclip- 
tique, et si d’ailleurs les observations données n’étaient affectées d’au- 
cune erreur. Ces valeurs ne seront pas exactes, mais très peu diffé- 
rentes des véritables, si l’astre observé est une planète pour laquelle 
l’inclinaison de l’orbite ne se réduise pas à zéro. Alors aussi, a n’étant 
plus arbitraire, la valeur qu’on aura trouvée pour p, en opérant comme 
on vient de le dire, sera effectivement celle de p a. 

La valeur de r étant connue pour une époque donnée, on obtiendra 
les valeurs correspondantes de t et p à l’aide des formules 

( 1 8 ) — r* — /% x-~s — ky p - t cos 0, 

dans lesquelles on a X: 7? cosOcos)^, — puis les valeurs 

de ü, N?, à l’aide des formules 

(19) t) — /^-4- A/?psin0, ~ — 7/ --7 , ^ 

^ r » /?cos0 

les valeurs de /^ A étant 

P-- JPJ)tïsm\9y A 1 - D4(jpcosx-” Rr^siny; 

puis, enfin, les valeurs de a, 6, à l’aide des formules 

'P COS0 sin© — ( V) — //sin0) sincr 
77cos0sin^ 

V cos 9 cos 9 — ( O — /7 sin0) cosgt 
// cos 0 siir/ 

dans lesquelles on a 

Les équations ( 20 ), en donnant les valeurs de a, 6, fournissent, par 
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suite, celles de i et a, que l’on pourrait, au reste, déduire encore des 
formules (r), ( 3 ), ( 5 ), (9) et (n) des pages 422 et 428. 

Ajoutons que les divers éléments obtenus comme on vient de le dire 
pourront être définitivement corriges à l’aide des formules établies 
dans mon Mémoire du i 5 novembre. 

Je ne me suis pas contenté d’établir les formules générales qui pré- 
cèdent; j’ai voulu m’assurer par l’expérience qu’elles donnent avec 
une grande facilité les éléments d’une orbite, et je les ai appliquées à 
la planète Hébé. Les ditTérences entre les valeurs ainsi obtenues dès 
les premières approximations, et celles auxquelles j’avais été conduit 
par la méthode exposée dans le Mémoire du 20 septembre, sont ex- 
trêmement faibles, ainsi que je le montrerai plus en détail dans un 
autre article. 


388 . 

Astronojiif-. — Addition au Mémoire sur la détermination de l’orhite 
d’une planète, à l’aide de formules qui ne renferment que les dérivées 
du premier ordre des longitude et latitude géocentriques. 

C. n., T. XXV, p. 879 (|3 décembre 1847)- 

Conservons les notations adoptées dans le Mémoire dont il s’agit 
(voir\A séance du 29 novembre). On aura d’abord à résoudre, par rap- 
port aux inconnues ç, ç,, les deux équations simultanées 

(,) 4 », 

Si, pour plus de commodité, l’on pose 


on aura 

î— p — y, {«,=:p>~y’, 
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et les formules (i) donneront 

(a) + 

Si dans la dernière des formules ( 2 ) on substitue la valeur de v tirée 
de la première, l’équation finale que l’on obtiendra sera du quatrième 
degré en p.. Il y a plus : si l’on néglige v- vis-à-vis de p.“, l’équation 
finale sera du troisième degré seulement et de la forme 

(3) fJL ~ eil) -4- 

Il est d’ailleurs facile de s’assurer qu’il n’y aurait, sous le rapport de 
l’exactitude, aucun avantage a substituer l’équation du quatrième 
degré à celle du troisième, la différence' entre les deux valeurs que 
fournissent ces deux équations étant généralement insensible. 

Les valeurs approchées de q, étant connues, on connaîtra, par 

X 

suite, la valeur approchée de r, et celles des constantes a, X 

et //, dont la dernière sera peu différente de y Aa- Ajoutons qius la 
formuhï 

(',) sin(9 — «--/>) - ^ 

fournira, au bout du temps t, la valeur de la variable p ■+■ a, qui sera 
peu différente de c 4 - p -f- a X/, et, par suite, une valeur approchée 
de la constante c -f- p -t- a. Donc, si l’on pose, pour abréger, 

( 5 ) y = f -H P -+- a, 

on connaîtra déjà les valeurs approchées des constantes a et y. Pour 
obtenir des valeurs plus exactes des mêmes constantes, et en même 
temps des valeurs approchées des constantes esinc, ecosc, il sulfira 
d’appliquer la méthode linéaire à l’équation (4)- Alors, en eflét, en 
négligeant les termes proportionnels au carré de s et à ses puissances 
supérieures, on trouvera, dans une première approximation, 

A Sa 4- Tôy -t- (A’ sine ■+■ Fcosc)s = sin(9 — y ~lt) — —> 


( 6 ) 
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les valeurs de A, F, E, Fêtant 

I r.-rcos( 9 -y-X<). 

(7) j 

[ A’ =; r cosXi + cos(9 — y), F“ TsinX/ + sin(9 — y). 

A l’aide de la formule ( 6 ) et de quatre observations, on déterminera 
les valeurs approchées des inconnues Sa, Sy, esinc, ecosc, par consé- 
quent les valeurs approchées de e, c. On pourra ensuite corriger de 
nouveau les valeurs trouvées de a, c, y, e, ou, ce qui revient au même, 
les valeurs de a, c, p -i- », e, par la méthode linéaire appliquée à l’équa- 
tion (/|). 

Il est bon d’observer que la valeur de p correspondante à / = o se 
trouve représentée par la somme c-f-p-t-a, quand on néglige les 
termes proportionnels à e, et par la somme ^:-+-p-l-»-i-2E sine, 
quand on néglige seulement les termes proportionnels au carré ou 
aux puissances supérieures de e. Il est aisé d’en conclure que, si l’on 
représentait par y la valeur de p correspondante à / — o, la formule (G) 
continuerait de subsister, avec cette seule modification, que la valeur 
du coefficient E y serait déterminée, non plus par la troisième des for- 
mules ( 9 ), mais par la suivante : 

( 8 ) H FcosXi -h cos( 9 -- y ) — aF. 

Si à l’équation (4) on substituait sa dérivée 

, A » //- Xa*s.iJlçsind/ 

(9) 

dans laquelle on a 



ou, ce qui revient au même, la formule 

(10) (*/•»- //)*(/•* — A») — («/■»- X£i*£ A sirnj/)*— O, 

l’équation linéaire .qu’on obtiendrait à la place de la formule ( 6 ) ren- 
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fermerait seulement les trois inconnues 

àa, £sinc, scosc. 

Les calculs précédents ne déterminent ni la longitude a du nœud 
ascendant, ni l’inclinaison i, dont le cosinus est supposé peu différent 
de l’unité. Si, après avoir trouvé les valeurs approchées de r et de 
p + a, on voulait en déduire celles des constantes a, i, il suffirait 
d’opérer de la manière suivante : 

D’abord on pourra tirer la valeur approchée de p de la formule 

(10) P + /îcosx— /•cos(9 — y»-- »), 

ou mieux encore des formules (i8) de la page /i33, puis celles des 
coordonnées x,y, s de l’astre observé, des trois formules 

(11) Ær /fcoscu-psinip, y ~ /tsinra + psintp, j — ptangQ. 
Posant alors 

(12) a — sinstangi, 6 =:; cosatangt, 
on aura, entre a, ê et a;,/, s, l’équation linéaire 

(13) (XX — Sy Z ~ O, 

qui représente précisément le plan dç l’orbite. On pourra donc, à 
l’aide de cette équation, et de deux observations distinctes, déter- 
miner approximativement a, 6, ou, ce qui revient au mémo, i et a. 

Comme nous l’avons déjà remarqué, l’emploi de la formule (G) 
suppose cosi peu différent de l’unité, ce qui a généralement lieu pour 
les planètes. Mais, après avoir tiré d!es formules (i), (3), (i i) et (i3) 
des valeurs approchées de a, a et 6, on pourrait, sans recourir ni h 
l’équation (6), ni à la supposition sur laquelle elle s’appuie, déduire 
directement les corrections Sa, Sa, Sê avec les valeurs approchées des 
produits £sinc, scose, de cinq observations et de l’équation jinéaire 

(14) ôa + i — /36) sécô — as cos(c 4 - Xi) — '■ — «> 

O /“ 
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les valeurs de x, 7, r, s, S étant déterminées îi l’aide des formules 


X ' r cos CT lang 0 — 6 sin 
Y “ sin CT tangô— « sin/, 

Z = (SsinCT — acosCT) tang0, 
5 rr a cos<p — 6 siiKp + iang0, 
R 


J' 


Y, 


^Z, 




" " sfnô’ 


s = t + /? cos 9 cosx. 


L’équation (i 4 ) est précisément celle à laquelle se réduit la for- 
mule ( 3 ) de la page 426, lorsqu’on y égale à zéro la première valeur 
approchée de r, et que l’on pose, en conséquence, 


G™ O, C — — fl!C0S(C4-X0> 9f=t. 


Ajoutons que, après avoir déterminé approximativement a, y, a, €, 
par conséquent a, p, t, a, on peut faire servir les équations (i) de la 
page 425, combinées avec la formule Se = s, à déduire de quatre, ou 
même de trois observations, les quatre corrections ^a, Sp, Si, avec 
les valeurs approchées de e sine, t cosc. 


389 . 

AsTiiOxoMiE. — Mémoire sur deux formules générales, dont chacune 
permet de calculer rapidement des valeurs très approchées des éléments 
de l’orbite d'une planète ou d’une comète. 

C. R., T. XXV, p. y53 (27 décembre 1847)- 

Après avoir montré, dans une précédente séance, comment on peut, 
dans certains cas, ramener la détermination de l’orbite d’un astre à 
l’emploi des formules qui ne renferment que des dérivées du premier 
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ordre, j’ai cherché s’il ne serait pas possible de faire dépendre une 
détermination prompte et facile de ces éléments de la résolution 
d’éqüations qui ne renferment plus aucune dérivée, et j’ai obtenu, 
en effet, deux équations très simples et très générales, dont chacune 
remplit la condition que je viens d’indiquer. 

Les deux équations dont il s’agit peuvent être aisément formées. Si, 
en plaçant l’origine des coordonnées au centre du Soleil, on nomme 
X, y, Z les coordonnées de l’astre observé, le plan de l’orbite de cet 
astre sera représenté par une équation linéaire en x, y, z sans terme 
constant. Donc, si l’on considère l’astre dans trois positions succes- 
sives, la résultante formée avec les valeurs correspondantes de x,y, z 
sera nulle. En égalant cette résultante à zéro, on obtiendra la pre- 
mière des équations dont j’ai parlé. D’ailleurs, les coordonnées x,y, z 
peuvent être exprimées en fonction des données de l’observation et 
du rayon vecteur r, mené du Soleil à l’astre. D’autre part, ce rayon 
vecteur dépend seulement du temps et de trois éléments de l’orbite, 
savoir, de l’excentricité, du grand axe et do l’instant du passage au 
périhélie. Donc l’équation trouvée, jointe à cinq observations de 
l’astre, suffira pour déterminer ces trois éléments. 

Ce n’est pas tout : si l’on nomme b le demi-paramètre de la courbe 
décrite, la différence r — b sera encore liée à deux quelconques des 
coordonnées a;, J, z par une équation linéaire qui ne renfermera pas 
de terme constant. Il en résulte que, dans l’équation trouvée, on 
pourra remplacer les trois valeurs de l’une quelconque des coor- 
données X, y, z par les trois valeurs correspondantes de la diffé- 
rence r—b. On obtiendra ainsi la seconde des équations que j’ai 
annoncées. D’ailleurs, le rayon r et les coordonnées x, j, z peuvent 
être considérés comme fonctions des données de l’observation et des 
deux éléments qui déterminent la position du plan de l’orbite, c’est- 
à-dire comme fonctions de l’inclinaison et de la longitude du nœud 
ascendant. Donc l’équation nouvelle, jointe à cinq observations, suf- 
fira pour déterminer ces deux éléments et le paramètre de la courbe 
décrite. 
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Voyons maintenant quel parti Kon peut tirer des deux équations 
générales dont je viens d’indiquer la formation, et comment on peut 
se servir de chacune d’elles pour déterminer avec une grande approxi- 
mation les trois éléments entre lesquels elle établit une liaison. 

J’ai fait voir, dans les précédentes séances, qu’on peut, en général, 
obtenir avec une grande facilité une première valeur approchée du 
grand axe, et, par suite, des autres éléments de l’orbite, quand l’astre 
observé est une planète; et j’ajouterai que des formules connues on 
peut, dans tous les cas, déduire des équations très simples qui four- 
nissent par un calcul rapide des valeurs approchées des éléments. 
Cela posé, il est clair que, pour déterminer avec une grande approxi- 
mation les trois éléments de l’orbite, il suffira d’appliquer à l’une des 
équations ci-dessus mentionnées la méthode linéaire, en corrigeant, 
à l’aide de cinq observations notablement distantes l’une de l’autre, 
les premières valeurs obtenues pour les trois éléments dont il s’agit. 

Analyse. 

§ I. — Sur les moyens d’obtenir une première approximation dans le calcul 
des éléments de l’orbite d’un astre. 

Nous avons précédemment indiqué un moyen d’obtenir aisément 
une valeur approchée de la distance d’un astre au Soleil, lorsque cet 
astre est une planète. Dans tous les cas, on peut déterminer approxi- 
mativement, avec une assez grande facilité, la distance d’une planète 
ou d’une comète au Soleil, ou à la Terre, ou bien encore un ou plu- 
sieurs éléments de l’orbite de l’astre observé, en partant des formules 
connues qui servent à déterminer ces distances ou ces éléments en 
fonction des longitude et latitude géocentriques, et de leurs dérivées 
du premier ou du second ordre. Pour y parvenir, il sullira de substi- 
tuer à chaque dérivée un rapport aux différences, en ayant égard aux 
prescriptions que nous allons établir. 

Soient les époques de deux observations très voisines, et 
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posons 

(0 


tzzil 


h 



2 




Soit, d’ailleurs, f(^) l’une quelconque des variables dont les valeurs 
sont fournies par les observations. On tirera des formules (i) 


e — A/; 


et il suffira de développer f(/,)* f(/„) suivant les puissances ascen- 
dantes de Atf pour s’assurer que l’on a 


(^0 




2 


et 


(3) l),f(0 

OU, ce qui revient au même. 




(4) 


lbf(0 


Af(/) 
At ’ 


en négligeant seulement, dans les seconds mmnbres des équations ( 2 ), 
(3) et (4) des quantité^ proportionnelles au carré et aux puissances 
supérieures de Ai. Il est bon de remarquer : que, dans la for- 

mule (4). A/ et Af(/) peuvent être censés représenter, non seule- 
ment les moitiés des deux différences i„~i,, f(^,) - f(^)» n^ais 
encore ces différences elles-mêmes; 2 " que, dans chacune des for- 
mules ( 2 ), (4), la variable f(/) peut être remplacée par son loga- 
rithme. 

Supposons maintenant que F(/) représente, non plus une des 
variables dont les valeurs sont fournies par les observations, mais 
une de leurs dérivées du premier ordre, ou bien encore une fonc- 
tion de ces dérivées et des variables elles-mêmes. Une valeur appro- 
chée de F(i) pourra aisément se déduire des formules ( 2 ) et (3). 
Mais la formule (4) ne suffira plus à la détermination, même approxi- 
mative, de la fonction D/F(^), qui renfermera généralement, avec une 

56 
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ou plusieurs des variables dont il s’agit, leurs dérivées du premier et 
du second ordre. Pour effectuer cette détermination, on devra recourir 
h deux, ou même h trois couples d’observations, chaque groupe étant 
composé de deux observations très voisines l’une de l’autre. Soient /, 
/', t" les valeurs du temps correspondantes k ces trois groupes, cha- 
cune de ces valeurs étant la moyenne arithmétique entre les époques 
des deux observations qui composent un même groupe. Si l’on a 


alors, en négligeant seulement les quantités proportionnelles au carré 
et aux puissances supérieures des différences / — t\ t, on trou- 
vera 


( 5 ) 






Dans le cas contraire, on aura, sous la même condition, 


( 6 ) 


ü,F(0-= 



F(/")~F(0 


l”— t F(0 — F(/J') 


Lorsqu’on veut tirer parti de ces considérations pour déterminer 
approximativement la position du plan de l’orbite d’un astre, il est 
utile d’introduire dans le calcul certains angles auxiliaires, comme je 
vais l’expliquer en quelques mots. 

Soient, au bout du temps /, 

9 et 0 la longitude et la latitude géocentriques de l’astre observé; 

I l’inclinaison de son orbite, représentée par un angle inférieur k 
deux droits; 

« la longitude du nœud ascendant; 

T7 la longitude héliocentrique de la Terre; 
y — 9 — CT l’élongation ; 

R la distance de la Terre au Soleil; 

II l’aire décrite par le rayon vecteur r mené du Soleil à l’astre observé ; 
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ü, V, W les projections algébriques de cette aire sur les trois plans 
coordonnés des des et des a;, y, le dernier plan étant le 
plan même de l’écliptique. 

L’équation linéaire qui existe entre les trois constantes C/, V, fV 
fournira le moyen de calculer le rapport ^ (voir page 218), et, par 

suite, les deux éléments s et t. En effet, soit A la quantité dont la va- 
leur numérique est donnée par la formule 

/i ~ sim''— 0,00000210552, 


e étant la base des logarithmes hyperboliques, et la lettre L indi- 
quant un logarithme décimal. Supposons encore que, les angles 
étant exprimés en secondes sexagésimales, on nomme t un angle 
auxiliaire déterminé par la formule 


et faisons 


langT = 


D,L t.'ingô 




langS 

COST 


!)<?, 


/' = i2sin(T-i-x). Ç = i2cos(T-+-x), 
s = iD,LO-t-D^L«-H- * 

11=: D/LC0S9 — ç, b =: D/Lsincp — ç, f = 1 )< Llang 9 — ç, 

g cosep b sincp , 

c lang^’ c iang0' 


on trouvera 
(7) 


langH 


et ou et étant ce que deviennent ^ et ^ quand i se change 
en /' ou en t". 

De plus, en supposant l'angle auxiliaire $ déterminé par la formule 
col^D/(p = ^ H- cot(tïJ 4- »)D|Gj — 
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on trouvera encore 


( 8 ) 


langf. “ 


sin(T -4- 
sin(9 4- « -f* <!>) 


tang0. 


A Taide des formules (2), ( 4 ). ((>), (7) et (8), et de trois groupes 
d’observations, composés chacun de deux observations voisines, on 
déterminera aisément des valeurs approchées des éléments i et «. 
On pourra ensuite obtenir pour ces mêmes éléments des corrections 
qui seront déjà très peu difTérentes des véritables, en appliquant la 
méthode linéaire aux formules données par Lagrange dans la Con- 
naissance des Temps pour 1821, ou, ce qui revient au même, à la for- 
mule (19) de la page 424- 


§ II. — Sur les moyens d’obtenir, avec une grande approximation, 
les éléments d*une orbite, à l’aide de cinrj observations. 

Supposons que, le centre du Soleil étant pris pour origine des coor- 
données, et le plan de l’écliptique pour plan des on compte les 
positives du côté du pôle boréal; et soient, au bout du temps /, 

Z les coordonnées de l’astre observé; 
r la distance de cet astre au Soleil; 
h le demi-paramètre de Torbite décrite; 

H le double de Taire décrite pendant Tunité de temps par le rayon r; 
U, V, W les projections algébriques de cette aire sur les plans coor- 
donnés. 

L’équation du plan de Torbite sera 
( I ) Ux Vy Wz "Z O. 

Concevons maintenant que, à Taide d’un ou deux accepts placés au 
bas de chaque variable, on désigne la valeur que prend cette variable 
quand on remplace i par / ou par La formule (i) continuera de 
subsister quand on y remplacera 07, y, z par or^, j,, z^ ou par a?,,, z^^, 
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et l’on aura, en conséquence, 

( 2 ) z„ - æy„ z,~\-œ,y„z~ æ, yz„ -4- a?,, yz, - y, « = o. 

On peut d’ailleurs, comme on sait, arriver directement à cette équa- 
tion, en observant que le volume du tétraèdre qui a pour arêtes les 
rayons vecteurs r, r , s’évanouit, puisque l’orbite est plane. Ajou- 
tons que, dans la formule (2), æ?, y, z peuvent être exprimés en fonc- 
tion linéaire de la distance t de l’astre à la Terre, les coefficients étant 
des données de l’observation; et, comme r, t sont d’ailleurs liés entre 
eux par une équation connue du second degré, il (mi résulte que les 
coordonnées a?, j, z peuvent être considérées comme fonctions de r. 
Donc aussi ces coordonnées peuvent être considérées comme fonc- 
tions du temps et des trois éléments desquels dépend le rayon r, 
savoir, du grand axe, de l’époque du passage do l’astre au périhélie 
et de l’excentricité. Donc, en supposant déjà connues des valeurs 
approchées de ces trois éléments, on pourra les corriger séparément 
à l’aide de la méthode linéaire appliquée à la formule (2) et de cinq 
observations. 

Remarquons maintenant que, si aux trois variables x, j, z on joint 
la variable r — b, on pourra établir, entre cette quatrième variable et 
deux quelconques des troii: autres, une équation linéaire qui, comme 
la formule (i), ne renfermera pas de. terme constant. Donc la for- 
mule (2) continuera de subsister si l’on y remplace les trois valeurs 
de l’une des coordonnées par les trois valeurs correspondantes de 
r — b. On aura, par exemple, 

, . , ( ( y ,, - 7, ) ( - ^0 H- ( - ^y„ ){r~ b) 

ou, ce qui revient au mémo, 

(f) i,= ' y) . 

D’ailleurs, comme nous l’avons dit, ic,y, z peuvent être exprimés en 
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fonction linéaire de la distance t de l’astre à la Terre, les coefficients 
étant des données de l’observation. Effectivement, si Pon conserve les 
notations adoptées dans le § 1, on aura 

(5) a!=:/îcosnT-f-tcos9Cos6, y^^Rsinro-t-tçosçcosô, a = isin6. 

D’autre part, de l’équation (i), jointe aux formules (4), on tirera 

\ — fi h - Fsi n 9 ) cos 0 h- si n 0 

ii/coscj Fsiricj 

Kniin, les aires U, F, PF sont liées aux éléments », t, h par les tbr- 
miiles 

U ~ ïFsinalangi, F = ~- îFcosslange, 

F* -4- 

K étant la force attractive du Soleil; et, en conséquence, la for- 
mule (6) donne 

(7) ■ = * iî„ 7 S--rî 5 

Donc t et, par suite, x,y, z peuvent être considérés comme des fonc- 
tions des éléments a, t et des données de l’observation. Enfin, on peut 
en dire autant du rayon r déterminé par la formule 

/• = y/jc’ -t- J'* -t- s* . 

Cela posé, il est clair que, en supposant déjà connues des valeurs 
approchées des trois éléments t, a, b, ou même seulement des doux 
éléments i et a, on pourra les corriger immédiatement h l’aide de la 
méthode linéaire appliquée à la formule (2) ou (4), et de cinq obser- 
vations. 
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Astronomie. — Rapport sur un Mémoire de M. de Gasparis, relatif à 
deux équations qui donnent là longitude du nœud et V inclinaison de 
V orbite d'un astre, à laide d'observations géocentriques eomenable- 
ment combinées. 

C. R., T. XXV, p. 797 (29 novembre 1847). 

f/Académie nous a chargés, MM. Sturm, Liouvillo et moi, de lui 
rendre compte d’un Mémoire de M. de Gasparis, sur la détermination 
du plan de l’orbite d’un astre, à l’aide d’observations géocentriques. 
La méthode que l’auteur propose pour résoudre ce problème a beau- 
coup d’analogie avec celle que Lagrange a donnée dans la Connais- 
sance des Temps pour l’année 1821; et par suite, pour faire com- 
prendre ce qu’il y a de neuf dans le travail de M. de Gasparis, il sera 
utile de rappeler d’abord en peu de mots la solution de Lagrange. 

Les deux inconnues dont Lagrange commence par rechercher les 
valeurs sont : l’inclinaison de l’orbite de l’astre observé et la longi- 
tude du nœud ascendant, ou plutôt deux quantités respectivement 
égales aux produits qu’on obtient quand on multiplie la tangento 
de l’inclinaison par les sinus et cosinus de la longitude du nœud. 
Lagrange fait voir qu’on peut exprimer facilement, en fonction do 
ces inconnues et des données fournies par deux observations, l’aire 
du triangle formé par les deux rayons vecteurs menés du Soleil h 
l’astre observé, ainsi que la projection de cette aire sur le plan de 
l’écliptique. En effet, cette projection se trouve représentée par une 
fraction rationnelle dont le numérateur et le dénominateur, exprimés 
en fonction de ces inconnues, sont l’un du premier, l’autre du second 
degré. De plus, lorsque les deux observations dont il s’agit sont voi- 
sines l’une de l’autre, l’aire du triangle formé par les deux rayons 
vecteurs se confond sensiblement avec l’aire du secteur compris entre 
les mêmes rayons; et, comme le montre Lagrange, le rapport de ces 
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deux aires sera très voisin de Tunité, la différence étant une quan- 
tité très petite du second ordre, si les différences entre les quantités 
correspondantes aux deux observations sont considérées comme très 
petites du premier ordre. Donc, en négligeant les quantités du second 
ordre, on pourra représenter le secteur lui-mème par la fraction ration- 
nelle dont nous avons parlé. 

D’autre part, en vertu d’une loi de Kepler, le secteur compris entre 
les deux rayons vecteurs menés du Soleil h l’astre que l’on considère 
aux époques des deux observations données est le produit d’une con- 
stante par l’intervalle de temps compris entre les deux époques. Donc 
un système de deux observations voisines permet d’exprimer cette 
constante par une fraction du genre de celle que nous avons indi- 
quée; donc trois systèmes composés chacun de deux observations 
voisines fourniront, pour la mémo constante, trois valeurs qui, éga- 
lées entre elles, produiront deux équations entre les deux inconnues. 
11 est d’ailleurs aisé de s’assurer que, en éliminant une des incon- 
nues, on arrive à une équation finale du sc[)tième degré. 

Comme on le voit, la méthode suppose que les intervalles de temps 
compris (Mitre la première et la seconde observation, entre la troisième» 
et la quatrième, entre la cinquième H la sixième sont très petits. Mais, 
d’ailleurs, comme Lagrange a soin de le remarquer, les intervalles de 
temps compris entre la seconde et la troisième, et entre la quatrième 
et la cinquième, pourront être quelconques; et il est même avanta- 
geux de les prendre les plus grands que l’on peut, afin que les trois 
équations soient le plus différentes qu’il est possible. 

Pour passer de la méthode de Lagrange a la méthode de M. de Gas- 
paris, il suffit de supposer que les deux derniers intervalles se réduisent 
à zéro, c’est-îi-dirc que la troisième observation ne diffère pas de la 
seconde, ni la cinquième de la quatrième. Alors, les six observations 
étant réduites à quatre, les trois fractions que l’on égale entre elles 
deux à deux fournissent deux équations, dont chacune se simplifie, 
attendu que les dénominateurs de ces fractions offrent des facteurs 
communs qui peuvent être supprimés sans inconvénient. Après cette 
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suppression, on obtient seulement deux équations du second degré 
entre les deux inconnues; et par suite l’équation finale, produite 
par l’élimination, s’abaisse au quatrième degré. 

On serait, au premier abord, tenté de croire que la remarque de 
Lagrange, ci-dessus rappelée, est un motif suffisant de repousser la 
solution de M. de Gasparis; et, dans la réalité, cette solution, plus 
facile à obtenir, sera certainement moins exacte. Il arrivera même 
assez souvent que beaucoup d’incertitude régnera sur les résultats 
du calcul appliqué à quatre observations consécutives. Mais rien 
n’empêche de tirer l’équation du quatrième degré d’une élimination 
opérée entre les équations qui correspondent à deux groupes com- 
posés chacun de trois observations voisines; et, par conséquent, il 
était utile de remarquer la simplification et l’abaissement de l’équa- 
tion que fournit un semblable groupe. Fondés sur ces considérations, 
les Commissaires proposent à l’Académie de voter des remcrcîmcnts à 
l’auteur du Mémoire. 


391 . 

AsTROiNOMiE. — Note sur rabaissement que I on peut faire subir au degré 
de réquation donnée par Lagrange dans la Connaissance des Temps 
pour r année 1821. 

C. R., T. XXVI, p. 27 (lü janvier 1848). 


J^e Mémoire lu par Lagrange à l’Académie de Berlin le 24 février 1780, 
puis inséré dans les Éphémérides de Berlin de 1783, et plus tard dans la 
Connaissance des Temps pour l’année 1821, réduit la détermination du 
plan de l’orbite d’un astre à une équation du septième degré, dont 
l’emploi exige la connaissanse de trois couples d’observations, qui, 
prises deux à deux, soient très voisines l’une de l’autre. Il semble, dit 
Lagrange dans ce Mémoire, que le septième degré soit une limite au-des- 
sous de laquelle il ne soit pas possible de rabaisser le problème dont il 

OEiivres de C. — S. I, t. X, ^7 
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s agit; et pourtant, une circonstance assez singulière, c’est que Tune 
dos doux équations qui suggérait cette réflexion à Lagrange, l’équa- 
tion meme à laquelle il parvient dans le Mémoire de 1780, peut être 
abaissée du septième degré au sixième. Cette remarque ne paraîtra 
peut-être pas sans importance, surtout si l’on considère que les limites 
des racines d’une équation du sixième degré sont* comme l’a prouvé 
M. ("orancez, données par une équation du quatrième* c’est-à-dire par 
une équation que l’on sait résoudre algébriquement. Ajoutons que 
réquation du sixième degré peut être aisément formée, comme on le 
verra dans cotte Note, et que, si les observations comprises dans un 
même groupe deviennent infiniment voisines, elle renfermera unique- 
ment, avec la longitude et la latitude géocentriques de l’astre observé, 
leurs dérivées du premier ordre. 11 est d’ailleurs évident que, si aux 
trois groupes d’observations données on ajoute un quatrième groupe, 
on pourra former deux équations semblables du sixième degré, aux- 
quélles devra satisfaire la même inconnue, qui sera la racine com- 
mune aux deux équations dont il s’agit. 


♦ Analyse. 

Conservons les notations adoptées dans la séance du i 5 novembre, 
et nommons (7 le double de l’aire décrite dans l’unité de temps par le 
rayon vecteur mené du Soleil à la Terre. On aura 

V) =r ( ü COS Q -h F sin 9 ) cos 0 -h IF sin S, =- U cos cr -1- Fsi n ?n. 


Posons d’ailleurs 

-C 


ê/cos9 4- FsiiiQ 

siri0 tangÔ 


^ C' tansr^'*^’ 




c tangô 


on., X seront des fonctions entières et linéaires de U, V, les coeffi- 
cients étant des données de l’observation, et l’équation fondamen- 
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taie de laquelle part Lagrange donnera 


(') 


f V=: ^ 




3Æ 

-hlr 


Concevons maintenant que le temps t soit remplacé successivement 
par l", et posons — t' — t. A/' t" — i', A^i — AC — Ac On tirera 
de la formule (i) 

(,) c-w= "" -~Ar)V— - 


et, par suite, si l’on pose, pour abréger, 

( +(;)n.A)t.-XA3n.)A-cs 

on a 

l fl ( A 311 - A* X - A X A- an. ) 

( 4 ) 

I -(Aca’oiv — A3xa*.C*)('!^C‘^*3^ 

Or cette dernière équation sera homogène et du sixième degré, en U 
et K, et déterminera immédiatement le rapport y — -- lang». 


392 . 

AsTiiosoMiE. — Mémoire sur quelques propriétés remarquables des fonc- 
tions inter polaires, et sur le parti qu’on en peut tirer pour une détermi- 
nation sûre et facile des éléments de l’orbite d’une planète ou d’une 
comète. 

C. U., T. XXVI, p. ap ( 10 janvier 1848). 

Dans les méthodes généralement employées pour la détermination 
de l’orbite d’un astre, on no sait jamais a priori quel sera le degré 
d’approximation que présenteront les valeurs calculées des éléments 
de cette orbite, et même, lorsque le calcul est achevé, on ne peut 
ordinairement se former une idée précise de l’exactitude de la solu- 
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tion obtenue, avant d’avoir soumis cette solution à de nouvelles 
épreuves, et avant d’avoir déduit d’observations assez nombreuses, 
à l’aide de la méthode linéaire, les corrections des éléments. Ce serait 
donc rendre service aux astronomes que d’établir une méthode qui 
indiquât elle-même le degré de précision des résultats qu’elle four- 
nirait, de manière k ne point exposer ceux qui voudraient la suivre 
k faire des calculs inutiles. Quelques propriétés remarquables des 
fonctions intcrpolaires permettent d’atteindre ce but. Entrons, k ce 
sujet, dans quelques détails. 

Les éléments de l’orbite d’un astre étant au nombre de six, il est 
nécessaire, pour les déterminer, d’établir entre ces éléments au moins 
six équations. D’ailleurs, trois valeurs données de deux fonctions de 
ces éléments et du temps, par exemple de la longitude et de la lati- 
tude géocentriques de l’astre, sutliront k fournir six équations de 
cette espèce. Donc la solution du problème pourra se déduire de trois 
observations complètes. Mais la solution ainsi trouvée ne sera pas 
unique : deux orbites différentes peuvent répondre au système de 
trois observations données, et par suite, dans le cas général, pour 
déterminer sans aucune incertitude tous les éléments de l’orbite d’un 
astre, il sera nécessaire de connaître au moins quatre observations. 

Il est bon d’observer que, étant données trois valeurs d’une 
variable, par exemple de la longitude géocentrique, considérée 
comme fonction du temps /, on pourra en déduire immédiatement 
des valeurs de fonctions interpolaires du premier et du second ordre. 
Une quatrième valeur de la fonction principale permettrait de cal- 
culer en outre une valeur particulière d’une fonction interpolaire du 
troisième ordre; et, si les observations données se rapprochent indé- 
tiniment, les fonctions intcrpolaires du premier, du second, du troi- 
sième ordre, ... se transformeront en dérivées de ces mêmes ordres 

divisées par les produits i, 1.2, 1.2. 3 , Donc, afin de pouvoir, 

sans aucune incertitude, déterminer les éléments de l’orbite d’un 
astre, il sera nécessaire de connaître, pour une époque donnée, avec 
la longitude et la latitude géocentriques, leurs dérivées du premier. 
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du second et du troisième ordre. L’Analyse mathématique conduit h 
la même conclusion, en faisant voir que ces trois espèces de dérivées 
entrent dans les formules exactes qui résolvent le problème en le 
réduisant à la résolution d’une équation du premier degré {voir la 
séance du 27 décembre 1847 ), en supposant connues pour chaque 
époque, avec la longitude et la latitude géoccntriques de l’astre 
observé, leurs dérivées du premier et du second ordre seulement. 

La précision des résultats déduits des formules exactes que nous 
venons de rappeler dépendra du degré d’approximation avec lequel 
on obtiendra les dérivées du premier et du second ordre des longi- 
tude et latitude géoccntriques. On détermine ordinairement ces déri- 
vées à l’aide de certaines formules d’interpolation, parmi lesquelles 
on doit distinguer celles que Lagrange et Laplace ont données. Mais 
ces dernières formules étant seulement des équations approximatives 
qui proviennent de l’omission de termes dont la valeur est inconnue 
a priori, j’ai dû rechercher s’il ne serait pas possible de les remplacer 
par des formules plus rigoureuses, qui indiquassent elles-mêmes le 
degré d’approximation des résultats du calcul. Mes recherches m’ont 
effectivement conduit à des formules nouvelles, dont on peut donner 
une idée très juste en disant qu’elles sont, par rapport à la formule 
d’interpolation de Laplace, ce qu’est, par rapport à la formule de 
Taylor, l’équation finie, substituée à celle-ci par Lagrange, dans la 
théorie des fonctions analytiques. Mes nouvelles formules décom- 
posent une dérivée d’un ordre quelconque en deux parties, dont 
la première s’exprime rigoureusement à l’aide de fonctions interpo- 
laires du même ordre et des ordres supérieurs, jusqu’à l’ordre n\ la 
seconde partie étant le produit d’un certain facteur compris entre 
certaines limites par une quantité moyenne entre les diverses valeurs 
que peut acquérir, dans l’intervalle de temps compris entre les obser- 
vations extrêmes, la fonction dérivée de l’ordre « - 1 - i. Par suite, on 
pourra décomposer une dérivée d’un ordre quelconque m en deux 
parties, dont la première renfermera deux fonctions interpolaires, 
l’une de ce même ordre, l’autre de l’ordre rn + i immédiatement 
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supérieur; la seconde partie étant le produit d’un facteur compris 
entre certaines limites par une valeur moyenne de la dérivée de 
l’ordre De plus, la première partie se trouvera réduite à une 

seule fonction intcrpolaire de l’ordre /w, c’est-à-dire à une fonction 
interpolaire formée avec m-hi valeurs différentes de la fonction 
principale, si à ces valeurs correspondent /w 4-1 valeurs de dont 
la moyenne arithmétique soit exactement l’époque pour laquelle on 
veut calculer la valeur de la dérivée de l’ordre m. 

J’ajouterai que, si les diverses valeurs de la fonction principale sont 
fournies par des observations desquelles puisse résulter, pour cha- 
cune de ces valeurs, une erreur représentée, au signe près, par le 
nombre 8, l’erreur maximum dont pourra être affectée la fonction in- 
terpolaire do l’ordre //?, déduite de m-h i valeurs particulières don- 
nées de la fonction principale, sera l’erreur qu’on obtiendra en sup- 
posant qu’à ces valeurs particulières, rangées dans l’ordre des temps, 
on substitue des quantités alternativement positives et négatives, 
mais toutes égales, abstraction faite du signe, au nombre S. 

Je remarquerai enfin que, en vertu d’un théorème rappelé dans le 
Mémoire du iti novembre 1840 ('), une fonction interpolaire de 
l’ordre m, déduite de m -\- 1 observations données, sera toujours le 
quotient qu’on obtiendra en divisant par le produit une va- 

leur moyenne de la fonction dérivée de l’ordre //z, c’est-à-dire une va- 
leur que prendra, cette dérivée pour une époque moyenne entre celles 
des observations extrêmes. 

(les principes nous permettent de tirer, des formules exactes ci- 
dessus mentionnées, des valeurs approchées des éléments d’une or- 
bite, de manière à nous former une juste idée du degré d’approxima- 
tion obtenu. 

Veut-on, par exemple, déduire les éléments do l’orbite des for- 
mules (7) et (8) du Mémoire lu à la séance du 27 décembre 1847 (‘^), 


( •) OEiwrcx de Cauchy, S. I, T. IV, p. 43 1. 
I ihid,, S. 1, T. X, p, 4 î3-4-i4. 
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il faudra connaître, pour deux époques différentes, la longitude et la 
latitude géocentriques de l’astre observé, avec leurs dérivées du pre- 
mier et du second ordre; et par suite quatre observations au moins 
sont nécessaires, les trois premières observations pouvant être em- 
ployées quand il s’agira do la première époque, et les trois dernières 
observations quand il s’agira de la seconde époque. Considérons, en 
particulier, les trois observations qui serviront à déterminer les va- 
leurs des inconnues correspondantes à la première époque. Des trois 
inconnues qui représenteront la longitude géocentrique, sa dérivée 
du premier ordre et sa dérivée du second ordre, la dernière, ou la 
dérivée du second ordre, étant celle dont la valeur sera généralement 
la moins exacte, sera aussi celle qu’il conviendra do déterminer avec 
une plus grande précision. D’ailleurs, cette dérivée aura pour valeur 
approchée une fonction intcrpolaire du second ordre, déduite des 
trois premières observations. Ajoutons que la différence de cette va- 
leur approchée a la valeur véritable sera proportionnelle à une valeur 
moyenne de la dérivée du quatrième ordre seulement, si l’on choisit 
pour première époque la moyenne arithmétique entre les époques des 
trois observations. Remarquons enfin que, rintcrvalle des deux obser- 
vations extrêmes restant le même, l’influence des erreurs d’observa- 
tion sur la valeur de la fonction interpolaire sera la moindre possible, 
si l’observation intermédiaire est séparée des deux autres par des in- 
tervalles sensiblement égaux. Adoptons ces hypothèses, et nommons 
i l’intervalle de temps qui séparera la seconde observation de chacune 
des deux autres. L’erreur que l’on commettra en prenant pour valeur 
de la fonction dérivée du second ordre la valeur de la fonction inter- 
polaire du second ordre, tirée des trois observations, se composera de 
deux parties proportionnelles, l’une au carré de t, 1 autre au carré 

de les coefficients de et de ~ étant, d’une part, 20, d’autre part, 

une valeur moyenne / de la fonction dérivée du quatrième ordre; et 
l’erreur totale, divisée par 24, sera la plus petite possible, lorsque ces 
deux parties seront égales, abstraction faite du signe. Lette égalité 
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fournira un moyen simple de détermination pour la valeur qu’il con- 
viendra d’attribuer à l’intervalle i. En effet, on peut d’abord, de cinq, 
six, sept observations... éloignées les unes des autres, déduire les va- 
leurs de fonctions ihterpolaires du premier, du second, du troisième 
((t du quatrième ordre; et celles-ci représentent précisément des va- 
leurs moyennes des dérivées des mêmes ordres, respectivement divi- 
sées par les nombres i, a, 6, 24, ou du moins ces valeurs moyennes 
affectées d’erreurs très petites, qui sont produites par les observa- 
tions, et dont les limites sont connues. On connaîtra donc une valeur 
approchée do /, et il n’est même pas nécessaire qu’ici l’approximation 
soit considérable; car, pour remplir la condition indiquée, i devra 
être réciproquement proportionnel à la racine quatrième de /; et par 
suite, la valeur de l’intervalle ne sera pas diminuée ou augmentée 
d’un cinquième, si l est doublé ou réduit à la moitié de sa valeur. 

La valeur de i étant calculée comme on vient de le dire, pour le cas 
où la fonction principale se réduit à la longitude gcoccntriquc, on 
choisira trois observations de manière que la première et la troisième 
soient séparées de la seconde par des intervalles de temps égaux à i, 
ou du moins par des intervalles aussi rapprochés de i qu’il sera pos- 
sible; et alors nos formules fourniront avec la longitude et la latitude 
géocentriques leurs dérivées du premier et du second ordre relatives 
à une première époque, qui sera la moyenne arithmétique entre les 
époques des trois observations, ou du moins elles fourniront les 
valeurs approchées de ces inconnues avec un degré d’approximation 
indiqué par le calcul même. 

Les valeurs des mêmes inconnues, correspondantes à une seconde 
époque, se déduiront par le même procédé, ou d’une quatrième obser- 
vation jointe à deux des trois premières, ou mieux encore de trois 
observations nouvelles; et alors les formules (7), (8) du Mémoire du 
27 décembre fourniront le moyen de déterminer immédiatement l’or- 
bite de l’astre observé. 

On remarquera que, dans la méthode précédente, on commence par 
fixer l’intervalle de temps qui doit séparer l’une de l’autre deux obser- 
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valions admises à concourir à la détermination d’une orbite. Cette 
fixation dispense souvent le calculateur de travaux inutiles, qu’il se 
verrait à regret forcé de refaire en entier avec des données différentes 
(^3 celles qui servaient de base k un premier calcul. 

En effet, les erreurs qui affectent les inconnues dont il s’agit d’ob- 
tenir ici les valeurs proviennent, les unes des inexactitudes des obser- 
vations, les autres de l’inexactitude des formules que l’on emploie. De 
ces deux sortes d’erreurs, les premières augmentent quand on rap- 
proche, et les dernières quand on éloigne les observations. Il y avait 
donc ici lieu de chercher a quelle distance deux observations consécu- 
tives doivent être placées pour que l’erreur totale îi craindre soit un 
minimum. Les avantages qui résultent évidemment de la solution d(î 
ce dernier problème me permettent d’espérer un accueil favorable des 
astronomes pour ce nouveau trîivail que leur bienveillance m’a encou- 
ragé à poursuivre, et que je me propose de reproduire avec de plus 
amples développements dans mes Exercices d' Analyse et de Physique 
mathématique. 

J’ajouterai qu’on peut encorc.obtenir une détermination très simple 
des éléments de l’orbite d’un astre, en appliquant les principes ci- 
dessus exposés aux formules données par Lagrange dans le Mémoirtî 
de 1780, ou plutôt aux équations dans lesquelles se transforment ces 
formules, quand les observations voisines se rapprochent indéfini- 
ment. C’est, au reste, ce que j’expliquerai plus en détail dans un autre 
article. 


393 . 

Astkoxomie. — Formules pour la détermination des orbites des planètes 

et des comètes. 

C. U., T. XXVI, p. 57 (17 janvier 1848). 

Pour obtenir une détermination très rapide et même très exacte 
des éléments de l’orbite d’un astre, il suffit d’appliquer les principes 

OEuvres de C. — S. I, t. X. a8 
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exposés dans la précédente séance aux- formules données par Lagrange 
dans le Mémoire de 1780, ou plutôt aux équations dans lesquelles se 
transforment ces formules, quand les observations voisines se rappro- 
chent indéfiniment. On peut d’ailleurs résoudre aisément ces der- 
nières équations, quand on commence par déterminer approximative- 
ment les inconnues, à l’aide de l’équation linéaire qui existe entre les 
trois projections algébriques de l’aire que décrit le rayon vecteur 
mené du Soleil à l’astre observé (ooirla séance du 27 décembre 1847). 
Alors les seules quantités qui entreront dans le calcul seront des va- 
leurs particulières de certaines variables et de leurs dérivées du pre- 
mier ordre. D’ailleurs, ces valeurs particulières pourront se déduire 
de quatre observations de l’astre, jointes aux formules très simples 
que je vais indiquer. 

Analyse. 


Soient t,, ... diverses valeurs particulières attribuées au 

temps /; soit, de plus, 9 = f(/) une fonction continue du temps /, et 
posons 


f(C f.) 






^1, ^j) — ■ 


<..o 

it— r ' 


Alors f(t, ^,), f(^t,,ïj), ... seront ce que M. Ampère a nommé des 
fonctions interpolaires des divers ordres, issues les unes des autres, et 
l’on aura 

j f(/)=--f(#, ) + (/-<, )r(<,t,) 

(1) j — ) I ( ^i, H- ( ^ ^l)(^ ^*) t*{^* 


Alors aussi les quantités 


f(t, ^1,^1), f(^l, 


(2) 


l"(^> tt> tj). 
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seront celles que Laplace a désignées par 

d(f, â<fi, dft, .... 

6*9, 3*9,, 

ô»9, .... 

Enfin, les fonctions 

(4) i), f( /,/,!,/), ... 

se réduiront respectivement aux suivantes : 

(5) f'(0, jrco. •••; 

et chacune des fonctions interpoiaires comprises dans la première, la 
deuxieme, la troisième, ... ligne horizontale du Tableau ( 2 ) ou (3) 
sera une valeur moyenne du premier, du second, du troisième, ... 
terme de la suite (4) ou (5), c’est-à-dire une valeur de ce terme cor- 
respondante à une valeur du temps (, comprise entre la plus petite et 
la plus grande de celles qui concourent à la formation de la fonction 
interpolaire. Donc, si l’on connaît w valeurs particulières de la fonc- 
tion f(i) correspondantes à des valeurs de / comprises entre certaines 
limites, la formation dos fonctions interpoiaires fournira immédiate- 
ment m — i valeurs particulières de f'(0> — 2 valeurs particulières 

de î f"(0’ • • • » correspondantes à des valeurs de l toujours renfermées 
entre les limites dont il s’agit. Il y a plus : je démontre que, dans le 
cas où la suite (4) est rapidement décroissante, et où les temps e,, 

/j, ..., rangés suivant leur ordre de grandeur, ne sont pas très diffé- 
rents les uns des autres, les fonctions interpoiaires 

(6) ••• 

représentent à très peu près les valeurs des termes de la suite (5) cor- 
respondantes aux valeurs de l, exprimées par les rapports 




(7) 


3 


3 
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On tire de la formule (i) 

f(<) — -f(ri) •+ (t — ^i) f(^» **) "t" — ^i)(^ — ij) f(^> ^j)> 

( O ) 

f^(/) ^j) -f- (2^ — — t^) î{tf tu ^*) “H ^l) ^1» ^* )• 

Si, dans ces dernières formules, on suppose t = alors, en fai* 

sant, pour abréger, 

t — /| rrr — t ^ I, 
f (^, ^1, ^j) — A", ^i>^s) — ^9 

on trouvera 

r'(0— -i*f- 

t\ 

Si, dans une première approximation, on néglige les termes /'“A, i^l, 
on aura simplement 


(!0) 


(") 

U tx 


et les erreurs commises, en vertu de la substitution des formules (lo) 
aux formules (9), seront représentées par les valeurs numériques des 
produits 

iH, i*/. 

Mais, lorsque la suite ( 4 ) ou ( 5 ) sera une suite rapidement décrois- 
sante, on pourra, comme on Ta vu, calculer approximativement di- 
verses valeurs particulières des fonctions f'(<), ^f"(0 correspondantes 
a diverses valeurs de t. Donc alors aussi on connaîtra des valeurs 
approchées des coefficients k, /, qui seront sensiblement égaux aux 
valeurs de f'(^) et de ÿf"(0 correspondantes à la valeur de t repré- 
sentée par le rapport ~ » 

Dans Tapplication des formules précédentes à TAstronomie, f(i) 
pourra représenter, par exemple, la longitude ou la latitude géocen- 
Irique de Tastre observé. Supposons, pour fixer les idées, que = f(/) 
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représente la longitude géocentrique. Alors, des deux fonctions f(<), 
f'(0» seconde sera celle dont les valeurs particulières, tirées des 
observations, seront généralement moins exactes, et par conséqueni 
celle qu’il conviendra de déterminer avec une plus grande précision. 
D’ailleurs, si l’on nomme Ji l’erreur qui peut résulter, pour une va- 
leur particulière de f(t), de l’inexactitude des observations, le second 
membre de la formule (ti) pourra être, pour cette raison, affecté 
d’une erreur représentée, au signe près, par le rapport = 4 - 

Donc la somme des erreurs qui proviendront : i® de Tincxactitudc de 
la formule (i i), 2** de rinexactitude dps observations, pourra s’élever, 
abstraction faite du signe, jusqu’à la limite 


Or cette somme deviendra un minimum, lorsque, la première erreur 
étant la moitié de la seconde, l’intervalle «vérifiera la condition 



Cette dernière équation détermine la valeur qu’il convient d’assigner 
à l’intervalle 2« compris entre deux observations admises à concourir 
à la détermination du plan de l’orbite d’un astre. Si l’on veut, par 
exemple, appliquer la formule (12) à la planète Hébé, en partant des 
observations faites dans le mois de juillet 1847, on trouvera pour va- 
leur moyenne de /, un nombre peu différent de o,o 5 ; et par suite la 
formule (12) donnera 

(i3) e = 

Si, pour fixer les idées, on prend S = 4 "» on aura « = 3^,4 environ. 
Donc alors i devra être de 3 à 4 jours, et l’intervalle 21 compris entre 
deux observations consécutives, de 6 à 8 jours, s’il est possible. * 
Nous remarquons en finissant que, dans les valeurs de f(^), f'( 0 ’ 
fournies par les formules (10) et (i i), on pourra, si l’on veut, corriger 
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approximativement les erreurs produites par l’inexactitude de ces for- 
mules, puisqu’on connaîtra les valeurs approchées des produits i^k, 
i*l. Mais il n’en sera pas de même des erreurs produites par l’inexacti- 
tude des observations. On connaîtra seulement les limites probables 
de ces dernières erreurs; mais leur signe restera inconnu dans ce pre- 
mier calcul. 

Hemarquotis encore que, si à la somme des erreurs provenant des 
deux causes ci-dessus indiquées on substituait la somme des carrés de 
ces erreurs, on obtiendrait, à la place de la formule (i3), la suivante 

de laquelle on déduirait une valeur de t peu dilférentc de celle que 
fournit l’équation ( 12 ). 


394. 


OeTiQCE. — Note sur la lumière réfléchie par la surface d’un corps opaque, 
et spécialement d’un métal. 

C. R., T. XXVI, p. 80 (17 janvier 1848). 

Concevons que l’on fasse tomber un rayon lumineux sur la surface 
d’un corps opaque, mais isophane, par exemple d’un métal, et nom- 
mons T l’angle d’incidence formé par le rayon lumineux avec la nor- 
male à la surface réfléchissante. Soient d’ailleurs 0, e deux constantes 
tellement choisies, que les deux produits 

0cos£, Osins 

représentent, sous l’incidence perpendiculaire, d’une part l’indice de 
réfraction, d’autre part le coefficient d’extinction. Les formules que 
j’ai données dans les Comptes rendus de i836 et de 1889 pour la 
réflexion de la lumière à la surface des métaux se déduiront, comme 
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je i’ai dit, des équations de condition placées sous les numéros (24) 
et (aS) dans la 7* livraison des Nouveaux Exercices de Mathéma- 
tiques (p. 2o3), et rappelées dans le Tome VHI des Comptes rendus 

(p- 970) (O- 

En partant de ces équations de condition, et en représentant l’in- 
tensité de la lumière par P ou par J*, suivant que le rayon incident 
est polarisé perpendiculairement au plan d’incidence ou parallèle- 
ment à ce plan, on trouve, sous l’incidence perpendiculaire, 

la valeur de 4 » étant donnée par la formule 
(2 ) cot'l' — cosê sin(2 arc lang 0 ), 

et, sous l’incidence oblique, 


( 3 ) , I«=:lang^9- lang^X - j)- 

les valeurs de ç, x, étant déterminées par les formules 
I cot9 — cos(a^ — u) sin^2 arc 

t 

J . • / . cost\ 

I colx ~ cosu sin ( 2 arclang— 1, 

dans lesquelles on a 

I 

./ V , / . sinT\ ,, /sinas\^- 

(a) cot(au — e) = cote cosla arc lang-^- j> ^~Vsin2~ÿj 


(4) 


Si le rayon incident est polarisé suivant un plan quelconque, il 
pourra du moins être décomposé en deux autres rayons polarisés, l’un 
suivant le plan d’incidence, l’autre perpendiculairement à ce plan, 
par conséquent en deux rayons dont les intensités respectives seront 
fournies par les équations (i) ou (3). Si, d’ailleurs, on suppose ces 
deux rayons doués, avant la réflexion, de la polarisation rectiligne, 
en sorte que leurs nœuds coïncident, la réflexion opérée par la sur- 


(*) üEuyres de Cauchy ^ S. 1, T. IV. p. 342. 
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face métallique séparera ces mêmes nœuds; et, si S représente, après 
la réflexion, la dififérencc entre les phases des deux rayons dont il 
s’agit, on aura 

(O) tangô zz= tang 2 (») sinu, 


ranglc CO étant déterminé par la formule 


( 7 ) 


tango) : 


U 


SUIT langT 


Les formules qui précèdent supposent connues les valeurs de 0 et 
<le £ relatives à chaque métal. Pour déterminer ces valeurs, il suffît de 
considérer le cas particulier où l’angle t se réduit à l’incidence prin- 
cipalcy désignée par M. Brewster sous le nom de the maximum pola- 
risirig angle. Alors l’angle S est de 45^** f't les formules ( 6 ), ( 7 ) 
donnent 

O) = yi IJ sinr faiigT. 

4 

Alors, aussi, l’on a 

U 2 II, 


n désignant Tazimut do réflexion, c’est-à-dire ce que devient Tazimul 
du rayon réfléchi, quand l’a^fimut du rayon incident est la moitié d’un 
angle droit; et l’on tire des formules (5) 

. V , X 2 ü\* -, 

(8) tang(2£ — u) -iang'jcos(7r— 2 t), 

Les formules ( 8 ) permettent de calculer pour chaque métal le 
coefficient d’extinction et l’indice de réfraction. Comme je l’ai déjà 
remarqué dans un autre Mémoire, l’indice de réfraction d’un métal 
est beaucoup plus petit qu’on ne le supposait communément. Ainsi,' 
par exemple, on se disputait pour savoir si l’indice de réfraction du 
mercure était 4.9 ou 5,8. Cet indice est en réalité 1 , 7 , ou environ 
trois fois plus petit qu’on ne le croyait. 

Comme, pour les divers métaux, le rapport g est peu considérable, 
il on résulte que, dans la réfraction sur un métal, les formules (5) 
donnent sensiblement 


u = e. 


u-e. 
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Par suite aussi, le coetBcient d’extinction et l’indice de réfraction 
n’éprouvent que des variations peu sensibles,, quand le rayon inci- 
dent s’écarte de la normale k la surface réfléchissante, et les for- 
mules (4) peuvent être, dans une première approximation, rempla- 
cées par les suivantes : 

cot9 = cos£ sin^2 arc 

. / . cost\ 

col^ — • cos£ sinl 2 arc tatig— j* 

Les formules (9), appliquées k l’acier, depuis t 0“ jusqu’k t = 75**, 
m’ont donné, k moins d’un centième près, les mêmes résultats que les 
formules (4); et ces résultats se sont trouvés d’accord avec les expé- 
riences que M. Brcwster a fait connaître dans son Mémoire de i833. 



395 . 


Astronomie. Rapport sur divers Mémoires de M. Miciial, relatifs 
à la détermination des orbites des planètes et des comètes, 

C. R., T. XXVI, p. 88 (17 janvier 1848). 


L’Académie nous a chargés, MM. Sturm, Liouville et moi, de lui 
rendre compte de divers Mémoires de M. Michal, relatifs k la détermi- 
nation de l’orbite d’une planète ou d’une comète. Parmi les méthodes 
proposées par l’auteur, les unes se rapportent k des cas particuliers, 
par exemple au cas où l’excentricité de l’orbite est très petite, ou bien 
encore au cas où les observations données ont été faites dans les con- 
jonctions ou dans les oppositions. D’autres, au contraire, se rap- 
portent k une orbite quelconque. Entrons, k l’égard de ces dernières, 
dans quelques détails. 

OKuvres de C* — S. I, t. X. 
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L’une des méthodes présentées par M. Michal, pour le cas d’une 
orbite quelconque, n’est pas sans analogie avec celle que M. de Gas- 
paris (') a donnée dans un Mémoire sur lequel nous avons fait un 
Rapport k l’Académie, par conséquent avec la méthode proposée par 
Lagrange dans les Éphémérides de Berlin de lySS, et reproduite dans 
la Connaissance des Temps pour l’année 1821. Comme M. de Gasparis, 
M. Michal a substitué k l’équation du troisième degré établie par 
Lagrange entre les deux constantes qui déterminent le plan de l’or- 
bite, une équation du second degré. Mais, dans l’un des Mémoires 
de M. Michal, celle-ci renferme, au lieu des longitude et latitude géo- 
centriques fournies par deux couples d’observations, qui, prises deux 
k deux, sont supposées très voisines, les longitude et latitude géocen- 
triques fournies par une seule observation, avec leurs dérivées du 
premier et du second ordre. De plus, M. Michal a remarqué que 
l’équation finale, produite par l’élimination de l’une des deux incon- 
nues entre l’équation trouvée et une seconde équation do même forme, 
s’abaisse du quatrième degré au troisième. La raison en est que les 
deux équations du second degré entre lesquelles l’élimination s’ef- 
fectue ne renferment pas de terme constant. Donc l’équation finale 
du quatrième degré admettra une racine nulle, dont elle pourra être 
débarrassée immédiatement. 

On sait que, pour la détermination de l’orbite d’un astre, trois 
observations sulOsent k la rigueur. Si l’on en donne un plus grand 
nombre, la solution du problème pourra naturellement être réduite 
k une équation du premier degré. C’est aussi ce qu’a trouvé M. Michal. 
11 prouve, d’ailleurs, qu’on peut alors obtenir, entre les projections 
de l’aire décrite par le rayon vecteur mené de la Terre au Soleil, une 
équation séparée qui ne renferme que des dérivées du premier et du 
second ordre. Mais il ne faudrait pas croire que trois équations de 
cette forme déterminassent les trois projections dont il s’agit. Elles 

( ‘ ) Lo premier des Mémoires do M. Michal a été présenté à l’Académie huit jours après 
le Mémoire de M. de Gasparis. 
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déterminent seulement, et l’un de nous, après avoir obtenu la même 
équation vers la même époque, en faisait la remarque, le rapport do 
celles de ces projections qui ne se mesurent pas dans le plan de l’éclip- 
tique. 

En résumé, les Commissaires pensent que plusieurs des formules 
présentées par M. Michal peuvent être utilement employées dans la 
détermination des orbites des planètes et des comètes, et ils pro- 
posent en conséquence, à l’Académie, de voter des remercîments à 
l’auteur du Mémoire. 


396 . 


Astronomie. — Formules pour la détermination des orbites des planètes 

et des comètes (suite). 


C. R., T. XXVI, p. iî3 (44 janvier 1848 ). 


J’ai cherché dans la dernière séance la valeur qu’il convient d’assi- 
gner à l’intervalle compris entre deux observations admises à con- 
courir à la détermination de l’orbite d’un astre. Cet intervalle une 
fois trouvé, il reste à savoir quelles seront les inconnues dont il con- 
viendra de fixer d’abord les valeurs. Or toutes les méthodes employées 
pour une première détermination des inconnues introduisent dans 
le calcul les dérivées des variables, ou du moins leurs valeurs appro- 
chées représentées par des rapports do différences relatives à de très 
petits accroissements du temps; et, comme ces dérivées se calculent 
avec d’autant moins de précision qu’elles sont d’un ordre plus élevé, 
il importe de faire en sorte que la solution du problème dépende uni- 
quement, s’il est possible, do formules qui ne renferment que des 
dérivées ou des différences du premier ordre. Cette condition est 
remplie pour les formules que Lagrange a données dans le Mémoire 
de 1780, comme propres à fournir l’inclinaison de l’orbite de l’astre 
observé avec la longitude du nœud ascendant, à l’aide de trois couples 
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d’observations qui, prises deux à deux, sont très voisines l’une de 
l’autre. Il est vrai que les formules de Lagrange sont seulement ap- 
proximatives; mais on peut les convertir en formules rigoureuses en 
supposant que deux observations voisines se rapprochent indéfini- 
ment. Alors la formule de laquelle Lagrange est parti se transforme 
en une équation du second degré entre les trois projections algé- 
briques de l’aire décrite dans l’unité de temps par le rayon vecteur 
mené du Soleil à l’astre que l’on considère. Il est vrai encore que 
l’élimination de deux inconnues entre trois équations semblables a 
conduit Lagrange à une équation finale du septième degré, qui, 
comme je l’ai fait voir, peut être abaissée au sixième. Mais on évite 
la résolution de cette équation finale en résolvant simultanément 
par la méthode linéaire les trois équations qu’elle remplace, après 
avoir obtenu des valeurs approchées des trois inconnues à l’aide de 
l’équation linéaire qui existe entre elles. Alors on obtient, pour la 
détermination d’une orbite quelconque, une méthode simple et facile 
qui donne immédiatement avec une grande exactitude le demi-para- 
mètre et la position du plan de l’orbite à l’aide des données fournies 
par quatre observations seulement. 

Analyse. 


Soient, au bout du temps t, 

(p, 0 la longitude et la latitude géocentriques de l’astre; 
w la longitude héliocentrique de la Terre; 

R la distance de la Terre au Soleil. 

Soient encore 

H le double de l’aire décrite, dans l’unité de temps, par le rayon vec- 
teur r mené de l’astre au Soleil; 

U, F, W les projections algébriques de cette aire sur les plans des 
coordonnées, le plan de l’écliptique étant pris pour plan des x,y; 
C l’aire décrite, dans l’unité de temps, par le rayon R. 
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Posons d’ailleurs, pour abréger, 


__ cos 9 
tang 0 ’ 

4^COSn:r^D/fJL, 

DK ™ ^cos(w — II), 


sin9 

tang 0 ’ 

4^sinn==: Djv, 

^ — ^sin(Gi — II), 




En rapprochant indéfiniment deux observations voisines, on réduira 
ta formule de. Lagrange à l’équation 

(i) (|JL i7-h V F -h IF) (jj. V F -h IK— C) 'z: ,!a( C/cosGj H- Fsincj). 


Trois équations semblables à celles-ci détermineront les valeurs des 
trois inconnues F, TF. Il est vrai que l’élimination do TF et de 
TF — C fournirait une équation finale du sixième degré en ~ Mais, 
au lieu de résoudre cette équation finale, on peut appliquer la mé- 
thode linéaire à la résolution simultanée des trois équations qui la 
produisent, après avoir déterminé les valeurs approchées des incon- 
nues à l’aide de l’équation linéaire qui existe entre elles. Si l’on pose, 
pour abréger, 

orj rz: D/1^ H- COt(Gy — II)D/W,’ 



V — 


D/V 

U 


> 


la lettre 1 indiquant un logarithme hyperbolique, et l’arc o étant 
exprimé en parties du rayon pris pour unité, l’équation linéaire dont 
il s’agit sera 

(2) iSU-h^V+W-Cz=o. 

Par suite, si l’on pose encore 

, _ co sm — sinw 
— Djv A4’ ’ 

A$, A^ étant les accroissements de et ^correspondants s» l’accrois- 
sement At du temps t, on aura 

U V _ W— C _ A» — C 
Âf A4’“ — "'"DipA^— DjvAtf’ 


( 3 ) 



wo COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

Cette dernière équation détermine immédiatement les premières 
valeurs approchées des trois inconnues U, V, W. 

Il est bon 'de remarquer que l’équation (i) peut être immédiate- 
ment fournie par l’élimination de x, entre les deux formules 

( t-(£/'cos 9 cos S + P'sin 9 cos0 -t- W sin0) = — JR {U cosm ■+■ Psinro), 

^ ( i/cos 9 cosG + Ksin 9 COS0 -f- ( IF — t7)sin0 = — 

X étant la distance de la Terre à l’astre observé. D’ailleurs, pour éta- 
blir directement les équations (4), il suffît de déterminer les cosinus 
des angles que la direction du rayon t- forme avec les moments linéaires 
des vitesses absolue et apparente de cet astre, le centre du Soleil étant 
pris pour origine des moments. 

Les Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique offriront de 
plus amples développements sur la formation et l’application des 
formules (i), ( 2 ), (3). Je montrerai en meme temps les rapports 
qui existent entre ces formules et celles qui ont été données par 
d’autres auteurs ou par moi-même, spécialement avec les formules 
de MM. de Gasparis et Michal. 


397. 

Astronomie. — Formules pour la détermination des orbites des planètes 
et des comètes (suite). 


C. R., T. XXVI, p. i 57 (3i janvier 1848 ). 


Les formules que j’ai mentionnées dans la séance du 24 janvier 
fournissent, comme je l’ai dit, le moyen d’obtenir avec une grande 
e.\actitude le plan de l’orbite d’une planète ou d’une comète, avec le 
demi-paramètre, à l’aide des données fournies par quatre observa- 
tions. Il reste à examiner quelle est la méthode qu’il convient de 
suivre, et quelles sont les formules qu’il convient d’employer, lorsque 
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les observations données, ou du moins celles dont on se propose de 
faire usage, sont au nombre de trois seulement. 

Dans cette dernière hypothèse, il parait utile de commencer par 
fixer la distance de l’astre observé au Soleil. Or, comme on le sait, la 
valeur de cette distance est fournie par une équation du septième 
degré, dans laquelle entrent des dérivées du premier et du second 
ordre correspondantes à une certaine époque. D’ailleurs, le choix de 
cette époque n’est pas, il s’en faut de beaucoup, sans importance, et 
de ce choix peut dépendre tout le succès de l’opération. En clTet, le 
degré d’approximation avec lequel s’obtiendra la distance cherchée 
dépendra surtout du degré d’exactitude des dérivées du second ordre. 
D’ailleurs, en vertu des principes établis dans la séance du 17 janvier, 
si l’on considère une quelconque des quantités variables comme fonc- 
tion du temps /, la fonction interpolaire du second ordre correspon- 
dante à trois observations données représentera sensiblement la moitié 
de la dérivée du second ordre, non pour une valeur quelconque de t, 
mais spécialement pour celle qui est la moyenne arithmétique entre 
les époques des trois observations. C’est donc cette dernière valeur 
de t qui devra être choisie de préférence, et l’époque qu’elle indi- 
quera sera celle pour laquelle on pourra espérer d’obtenir avec une 
exactitude suffisante la distance du Soleil à l’astre observé. D’ailleurs, 
cette distance étant connue, les divers éléments de l’orbite pourront 
être déterminés approximativement, et corrigés ensuite à l’aide des 
formules établies dans la séance du i5 novembre. Alors, les résultats 
définitifs du calcul étant déduits de la méthode linéaire appliquée à 
des formules qui ne renfermeront plus aucune dérivée, le degré de 
précision des éléments trouvés dépendra uniquement du degré d’exac- 
titude des trois observations employées. 

Je ferai ici, en passant, quelques remarques qui ne seront pas sans 
utilité. 

Il importe de rendre très facile la formation et la résolution de 
l’équation du septième degré, dans laquelle l’inconnue est la distance 
de la Tetre à l’astre observé. On verra dans ce Mémoire que l’on peut 
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déduire immédiatement cette équation fondamentale de la seule con- 
sidération de la force centrifuge correspondante, non pas à la vitesse 
absolue de l’astre, mais à la vitesse apparente du point où le rayon 
vecteur mené de la Terre à l’astre rencontre un plan parallèle au plan 
do l’écliptique. Si, d’ailleurs, comme l’a fait M. Binet, on applique à 
l’équation trouvée le théorème de Rolle, on obtiendra sans peine des 
limites entre lesquelles tomberont les deux racines réelles et positives 
propres à vérifier cette équation, et, par suite, ces racines elles- 
mêmes. 

Dans une précédente séance, j’ai remarqué que l’équation finale, 
à laquelle Lagrange est parvenu dans le Mémoire de 1780, peut être 
abaissée du septième degré au sixième. Pour démontrer directement 
la possibilité de cet abaissement, il suffît d’observer que les équations 
du deuxième degré, entre lesquelles l’élimination s’effectue, peuvent 
être vérifiées par deux systèmes de valeurs des inconnues. 11 en ré- 
sulte que l’équation finale du huitième degré, à laquelle on sera con- 
duit par l’élimination, renfermera deux racines étrangères à la ques- 
tion. Elle pourra donc être abaissée du huitième degré au sixième, 
conformément à la remarque que je viens de rappeler. 

Analyse. 

§ I. — Sur quelques formules de Mécanique. 

Considérons un point matériel A qui se meut librement dans l’es- 
pace, et soient, au bout du temps t, 

x,y, Z les coordonnées de ce point par rapport à trois axes rectangu- 
laires entre eux; 

r la distance du même point à l’origine O des coordonnées ; 
oj sa vitesse ; 

P la force accélératrice appliquée au point dont il s’agit. 

Les projections algébriques de la vitesse to et de la force P sur les 
axes des coordonnées seront respectivement 

Dj.z', D,^, D,2, J)J X, D/^, DfZ, 
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Cela posé, concevons d’abord que le point matériel se meuve dans 
un plan parallèle au plan des a?, et nommons p le rayon de courbure 
de la courbe décrite. On aura 

(i) -3-1 

et, si l’on suppose le rayon de courbure p mesuré a partir de la courbe 
décrite, les cosinus des angles formés par la direction de ce rayon 
avec les demi-axes des x et y positives seront respectivement égaux 
aux produits 

6)^ I)|/ I)/./* 

“p l)<y Df.r’ P i)^j; t)fy — 1),/ b/ 

Considérons maintenant le cas général où le point matériel se meut 
d’une manière quelconque dans l’espace, et posons, dans ce cas, 

a:-- (JL s y r :V5. 

Alors |x, V seront les tangentes trigonométriques des angles formés par 
les projections du rayon vecteur sur les plans coordonnés des x, z et 
des J, 3 avec le demi-axe des 3 positives. Alors aussi les projections 
algébriques D^y, de la force accélératrice P pourront être 
présentées sous les formes 

[JL D/ 5 + 1)^5 V l)f s H- 2l)fV \)tS -h Z DJ V, \)fz. 

Par suite, la force P pourra être décomposée en deux autres Q, R, 
dont la première, correspondante aux projections algébriques 

pi DJ 3, vr)j3, DJ 3, 

sera dirigée suivant le rayon vecteur r, tandis que la seconde R, cor- 
respondante aux projections algébriques 

2 r)/piD/5 -f- 5 DJpi, 2 D/V D/3 4- 5 DJ V, O, 

sera comprise dans le plan mené par le point A parallèlement au plan 
des Xy J. Il y a plus : nommons ABC la trace de ce dernier plan sur le 
cône qui a pour sommet l’origine O, et pour base la courbe décrite 

ORu^res de C. — S. l, l. X. 
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par le point matériel. Soit d’ailleurs a le point où la droite OA ren- 
contre le plan mené parallèlement au plan des æ, y, mais à la dis- 
tance I, du côté des s positives, et nommons abc la trace de ce même 
plan sur le cône dont il s’agit. La force R se décomposera elle-même 
en deux autres R', R", dont l’une R*, correspondante aux projections 
algébriques 

3D,pD(3, 2 D,vD,5, 

sera dirigée suivant la tangente menée par le point A à la courbe ABC, 
tandis que la force R", correspondante aux projections algébriques 

æD.V, s DJ y, 

sera le produit de s par la force S, correspondante aux projections 
algébriques D“v, c’est-à-dire par la force S à laquelle pourra être 
attribué le mouvement du point a supposé libre sur la courbe abc. 
Ënfin, si l’on nomme r le rayon de courbure de la courbe abc, et a la 
vitesse du point a sur cette courbe, on aura 

I- 1 


( 3 ) 

( 3 ) 


et les cosinus des angles formés par la direction des forces R", S avec 
les demi-axes des a; et j positives seront 

_ »* D/v _ ^ Di^ 

t D,p.j)/v — ILvDfp’ I — i),v D/p. 


Donc, puisque les projections algébriques de là force R sur les axes 
des a; et J' sont 

sD*p, s DJ y. 


on aura simplement 



Mais J représente précisément la force centrifuge due à la vitesse a. 

On peut donc énoncer la proposition suivante, qu’il est, au reste, 
facile d’établir sans calcul. 
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Théorème. - Supposons quun point matériel A, dont les coordonnées 
rectangulaires, rapportées à V origine 0, sont x, y, z, se meuve librement 
dans l'espace, en vertu d'une certaine force accélératrice P. Supposons 
d'ailleurs que deux plans parallèles au plan des x, y soient menés, l'un 
par le point A, l'autre par le point a situé sur le rayon OA, à la distance i 
du plan des x, y. Enfin, soient ABC, abc les traces de ces deux plans sur 
le cône que décrit la droite OA, et décomposons la force P en deux autres 
Q, R, dirigées, l'une suimnt le rayon vecteur OA, l'autre suwant une 
droite comprise dans un plan perpendiculaire à l'axe des z. Si l'on pro- 
jette la force R sur le rayon de courbure de la courbe ABC, le rapport de 
la projection à l' ordonnée z sera représenté, au signe près, par la force 
centrifuge due à la vitesse apparente du point a sur la courbe abc, pour 
un observateur placé au point O. 


§ II, - Sur V équation fondamentale à Vaide de laquelle se déterminent 
les distances d'une planète ou d'une comète à la Terre on au Soleil. 

Conservons les notations adoptées clans la séance du 24 janvier. 
Soient d’ailleurs K la force attractive du Soleil, mesurée à runité de 
distance, r la distance du centre du Soleil au centre A de l’astre ob- 
servé, et X, y, z les coordonnées du point A. L’action du Soleil sur 
l’astre observé aura pour projections algébriques sur les axes coor- 
donnés 

,.3 ’ ,.3 ’ y.;j * 

tandis qu(! l’action du Soleil sur la Terre aura pour projections algé- 
briques 

Kx Ky 

--^3’ R3’ 

X, y étant les coordonnées de la Terre. D’ailleurs, les coordonnées 
relatives 

a- - X, J - y, s 

sont les projections algébriques de la distance t de la Terre à l’astre 
observé. Donc, si l’on nomme P la résultante de l’attraction et 

r* 
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d’une force égale mais directement opposée à l’attraction et si 
l’on décompose la force P appliquée au point A en deux forces P', P" 
dirigées, l’une suivant le rayon vecteur t, l’autre suivant une droite 
comprise dans un plan perpendiculaire à l’axe des s, les projections 
algébriques de la force P" sur les axes coordonnés seront 

D’ailleurs, le mouvement apparent de l’astre pour un observateur 
placé au centre O de la Terre pourra être attribué à la force P; et, si 
l’on nomme ABC la trace du, plan mené par le point A parallèlement 
au plan des ic, j sur le cône décrit par la droite OA, la projection de 
la force P" sur la normale à la courbe ABC devra être égale, au signe 
près, à la force centrifuge due à la vitesse apparente du point A sur la 
même courbe. D’autre part, le rayon de courbure de cette dernière! 
courbe sera égal, au signe près, à 

ts, 

la valeur de r étant celle que déterminent les formules (2) et ( 3 ) du 
§ I. Cela posé, le théorème énoncé dans le § T fournira l’équation 

la valeur de A étant déterminée par la formule 

I _ sin^ _P/ fjL D? y — 1)^ y D? (x 
A~ kll sinro l)/|UL — cosGT J),y ’ 

dans laquelle on aura 

D,,* D? V - DJ fx = ± ^ [{D,fJi)» -+- ( l),v)‘]l 

Ajoutons que, si Ton nomme ± z( la force centrifuge due à la vitesse 
apparente du point A sur la courbe ABC, l’équation (2) donnera sim- 
plement 

A f_KUcos(R,f) 

^ ^ . fsinô ’ 
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Ainsi la valeur du coefficient A se déduit immédiatement de celle de 
la force centrifuge f. D’ailleurs, l’équation (i) une fois établie, il suffit 
d’en éliminer t à l’aide de la formule 

/•®=R*+ aRtcos(fp — ra)cos6-H t’, 

pour obtenir l’équation qui détermine la distance r. 


398 . 


Astronomie. — Formules pour la déterminalion.des orbites des planâtes 
et des comeVci (suite). 


C. R., T. XXVI, p. a36 (ai février 18.(8). 


Lorsqu’on veut, à l’aide de trois observations, déterminer la dis- 
tance d’une planète ou d’une comète au Soleil ou à la Terre, on 
arrive, comme l’on sait, à une équation du septième degré. Si d’ail- 
leurs on applique à l’équation trouvée le théorème de Rolle, en pre- 
nant pour inconnue la distance de l’astre observé à la Terre, on en 
conclut, comme l’a remarqué M. Binet, que l’équation ne peut ad- 
mettre plus de quatre racines réelles, dont l’une se réduit à zéro. Mais 
si, au lieu de prendre pour inconnue la distance à la Terre, on prend 
pour inconnue la distance au Soleil, alors le calcul montre que l’équa- 
tion obtenue ne peut offrir plus de trois racines réelles et positives. 
Ces trois racines sont toutes trois supérieures à la perpendiculaire 
abaissée du centre du Soleil sur le rayon vecteur mené du Soleil à la 
Terre, et toutes trois inférieures à une certaine limite que fournit 
immédiatement l’équation des forces vives. D’ailleurs l’une de ces 
trois racines, étrangère à la question, se réduit à la distance du Soleil à 
la Terre; et, pour savoir si cette racine est ou n’est pas comprise entre 
les deux autres, il suffît de consulter le signe d’une certaine quantité 
connue. Enfin, pour savoir si la distance de l’astre observé au Soleil 
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est inférieure ou supérieure k la distance du Soleil à la Terre, il suffît 
de recourir à une belle remarque de Lambert, ou, ce qui revient au 
même, il suffît d’examiner dans quel sens est dirigé le rayon de cour- 
bure de la courbe suivant laquelle, dans le mouvement apparent de 
l’astre, un plan parallèle à celui de l’écliptique coupe le cône décrit 
par le rayon vecteur mené de la Terre à l’astre. En vertu de ces 
remarques, les racines de l’équation du septième degré qui pourront 
résoudre la question proposée se réduiront à deux, ou même à une 
seule, et l’on se trouvera ainsi ramené à la conclusion déduite par 
M. Binet de la discussion géométrique de l’équation qui détermine 
la distance de l’astre k la Terre. Ajoutons que, si l’astre observé est 
une comète, la valeur du grand axe déterminé par l’équation des 
forces vives devra être très considérable, et qu’alors cette équation 
fournira un moyen très simple, non seulement de reconnaître la véri- 
table solution, mais aussi de corriger la valeur de la distance du Soleil 
à la Terre fournie par la première approximation. 

Je ferai encore ici une remarque importante. Les deux équations 
générales que j’ai données dans la séance du 27 décembre dernier 
renfefment seulement, avec le demi-paramètre, les coordonnées de 
l’astre observé et la distance de cet astre au Soleil. Or cette distance 
se trouve liée par une équation du second degré à la distance de l’astre 
à la Terre, qui est la seule inconnue de laquelle dépendent les coor- 
données de l’astre. Enfin, si, l’astre observé étant une comète, on le 
considère, dans une première approximation, comme décrivant une 
parabole, sa distance au Soleil dépendra uniquement du temps et de 
deux éléments, dont l’un sera précisément le demi-paramètre, l’autre 
étant l’époque du passage de la comète au périhélie. Donc, alors, les 
deux équations générales ci-dessus mentionnées pourront être censées 
ne renfermer que deux inconnues, savoir les deux éléments dont il 
s’agit. Donc elles suffiront pour corriger les éléments) qt la cftrrection 
ainsi obtenue sera d’autant plus exacte que les deux équations ne 
renferment aucune dérivée. Ajoutons que l’on simplifiera le calcul en 
ne conservant, dans les équations dont il s’agit, qu’un seul des trois 
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systèmes de valeurs des variables correspondantes aux trois observa- 
tions données, et en remplaçant les deux autres systèmes par les deux 
systèmes des différences finies du premier et du second qfdre formées 
avec les trois valeurs de chacune de ces mêmes variables. 


ÂNAtTSK. 


Conservons les notations adoptées dans les séances précédentes, et 
posons, de plus. 

Les distances r, t de Tastre observé au Soleil ci à la Terre seront liées 
entre elles, et à la distance 

( i) s V H- Ar, 


par les deux équations 

( 3 ) 

dans lesquelles R désigne la distance de la Terre au Soleil, et / la per- 
pendiculaire abaissée du centre du Soleil sur le rayon vecteur R. De 
plus, en nommant w la vitesse absolue de l’astre observé, K la force 
attractive du Soleil, et a le demi grand axe de l’orbite décrite, on aura 


et l’on pourra réduire ^ à une fonction de t, de la forme 

(5) ~i~ 2'Siï't -H 

X, vb, S étant des quantités connues. D’ailleurs, en vertu de la for- 
mule ( i), le polynôme 


«Ao -j— “V* 
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essentiellement positif, ne pourra s’abaisser au-dessous de la limite 

-- D!>» 

* 

O 

Gela posé, il résulte immédiatement des formules (3), (4), que le 
rayon vecteur r est renfermé entre les limites 


Ajoutons que, t étant une quantité positive, la distance r, en vertu de 
la formule (2), sera supérieure ou inférieure à R, suivant que la quan- 
tité A sera positive ou négative. 

Si l’on élimine ï- et s entre les formules (1), (2), (3), on obtiendra 
l’équation 

( 6 ) 

à laquelle on satisfait en posant r = R. D’autre part, en différentiant 
l’équation (6) par rapport à r, on obtient l’équation dérivée qui peut 
être présentée sous la forme 

( 7 ) i*-^Anr>+ 

et qui n’admet au plus que deux racines réelles. Donc, par suite, 
l’équation (6) ne pourra offrir plus de trois racines réelles; et, comme 
la racine R est étrangère à la question, comme d’ailleurs le problème 
doit offrir au moins une solution, il est clair que l’équation (7), dont 
le dernier terme est positif, offrira précisément deux racines réelles, 
et l’équation (G) trois racines réelles. Enfin, c9mme dans le voisinage 
de la valeur r= R, le premier membre de la formule (G) est négatif 
ou positif pour r> R, suivant que la différence 

I{‘-3Ait 

est négative ou positive, il est clair que la question offrira une solu- 
tion unique, si l’on a 


( 8 ) 


R‘-3AA<o, 
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et que, dans cette hypothèse, Téquation (7) offrira entre les limites /, 
R, si A est négatif, ou entre les limites R, — — > si A est positif, 

une seule racine qui sera précisément la valeur cherchée de R. 

Si Ton a, au contraire, ^ 

R»» — 3/A^>o, 

réquation (6) offrira, outre la racine R, deux racines réelles, toutes 
deux supérieures à R lorsque A sera négatif, toutes deux inférieures 
k R lorsque A sera positif; et il sera facile d’opérer la séparation de 
ces deux racines, puisqu’elles comprendront entre elles une racine 
de l’équation (7). 


FIN DU TOME X DE LA PREMIÈKE SÉRIE. 


Œuvreê de C. — S. I, t. X. 
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